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Vorwort

Das insgesamt 13 Bénde umfassende ,Handbuch der Fernmeldetechnik —
Grundreihe" soll den Auszubildenden wahrend der gesamten Ausbildungs-
zeit ein stdndiger Pegleiter sein und jhnen in maoglichst enger Anlehnung
an das in der ,,VO (ber die Berufsausbildung zum FHandw' fesigelegte Be-
rufsbild eine umfassende und gute Pritfungsvorbereitung ermoglichen. Damit
dieses Ziel erreicht wird, gehen wir von dem in dem Ausbildungsrahmenplan
stichwortartig angegebenen Grundlernstoff aus, der dann schwerpunktméBig
in dem notwendigen AusmaB erganzt wird. Die Frage nach dem Wie, Warum
und Wozu steht hierbei immer im Mittelpunkt der Uberlegungen.

In dem vorliegenden Band sollen dem Auszubildenden die erforderlichen
mathematischen und physikalischen Grundkenntnisse vermittelt werden, Jedes
technische Wissen wird beherrscht durch ,MaB" und ,Zahl". Die hiermit zu-
sammenhéngenden Fragen sind deshalb unter Beriicksichtigung der Vorkennt-
nisse des Lesers besonders ausflhrlich in einfacher Form behandelt worden.
Die ,.Buchstabenrechnung" und ,die Lehre von den Gleichungen' nehmen
in dem vorliegenden Band einen besonders groBen Raum ein, weil die Be-
handlung von algebraischen Formeln fir das Versténdnis der technischen
Vorgénge unerlaBlich ist. Zahireiche Beispiele und Ubungsaufgaben sollen
hierbei zur Festigung und Vertiefung des erlernten Wissens beitragen. Mit
Hilfe des besonderen Lésungsheftes kann die richtige Ausrechnung der auf-
geflihrten Ubungsaufgaben leicht nachgeprift werden.

Die Verfasser erheben nicht den Anspruch, daB die Bénde alle Vorschriften
und technischen Einzelheiten sowie auch das in der Praxis selten Vor-
kommende enthalten. lhnen ging es vielmehr darum, ein Lehrbuch zu
schaffen, das der gestellten Aufgabe ohne unnétigen Ballast im Interesse

der Leser gerecht wird.

Wir hoffen, daB sich dieser aus der Praxis fiir die Praxis geschriebene Band
sowohl wahrend der Ausbhildungszeit als auch darliber hinaus als Lern-
und Nachschlagewerk bewahren wird.

Die Herausgeber

fernmeld*lehrling.de

Stand: Frihjahr 1973
Nachdruck, auch auszugsweise, nicht gestattet.
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Mathematik

1. Rechnen mit bestimmten Zahlen

1.1. Aligemeines

Dvie Lehre von den Zahlen und ihren Beziehungen zueinander heil3t Arithmetik
(griech. arithmos = Zahl}.

Die Zahlenlehre umifaBt das Rechnen
mit bestimmten Zahlen,
die durch die Reihe der natiirlichen Zahlen gegeben sind (1, 2, 3 usw.) und

mit unbestimmten Zahlen,

die auch ,,allgemeine* Zahlen genannt werden. Als unbestimmte Zahlen verwendet
man kleine und groBe Buchstaben, z. B. a, b, ¢, #, ¥, 2, B, U, V usw.

Ein besonderes Anwendungsgebiet des Buchstabenrechnens ist die Algebra.
Unter Algebra versteht man das Rechnen mit Gleichungen.

Bestimmte und unbestimmte Zahlen kdnnen mit positiven oder negativen
Vorzeichen versehen sein. Man nennt sie dann

»Telative Zahlen, z. B. (—2); (J-a); (—b5) usw.
Die Erlduterung der relativen Zahlen erfolgt spater mit Hilfe der ,,Zahlengeraden®,

Der Wert einer Zahl wird bezeichnet als
y-absoluter Wert'”.

Beispielsweise ist der absolute Wert der Zahl 12 groBer als der von 11,

Man unterscheidet 3 Stufen der Rechenarten:
Die I. Stufe umfaBt die Addition und Subtraktion (Strichrechnung).
Die IL Stufe umfaBt die Multiplikation und Division (Punktrechnung).
Diie III. Stufe umfaBt die Potenz- und Wurzelrechnung.

Die Rechenarten der I. und II. Stufe nennt man auch die 4 Grundrech-
nungsarten.

1.2. Die vier Grundtechnungsarten mit ganzen Zahlen

Die Rechenzeichen der Addition und Subtraktion bestehen aus Strichen,
daher auch die landliufige Bezeichnung ,,Strichrechnung®,

—_g —



Bei der Multiplikation und Division spricht man von

S T P
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e = I

der Punktrechnung,
weil hierfiir Punkte als Rechenzeichen verwendet werden.

Da das Rechnen mit ganzen Zahlen verhiltnismiGig einfach ist, sind die
vier Grundrechnungsarten mit ganzen Zahlen in der folgenden Auistellung
in iibersichtlicher Form zusammengefaBt worden.

b) Werden zwei gleiche GréBen durcheinander geteilt, dann ist der Quotient

stets Eins.
6 12 24

Beispiele: - =1; — =1; — =
6 12 24

¢) Wird eine GréBe durch Null geteilt, dann ist der Quotient stets Unendlich {co)
| 6 14 150

Beispiele: - = 0, — = ®; — = @

0 0 0

d) Wird eine Null durch eine GriBe geteilt, so kann sich keine GréBe ergeben,
der Quotient bletbt stets Null.

0 0 0
Beispiele: - =0, — =0, — =
4 20 100
e) Wird eme GroBe durch Eins geteilt, dann bleibt die Gréfe erhalten,
L. 12 35 180
Beispiele: — = 12; -— = 35; — = 180
1 1 1

f) Wenn ein Faktor mit Null multipliziert wird, dann ist das Produki stets
Null.

Beispiele: 8-0 =0; 25-0=0; 160-0=20

Rechnungsart Griflen und Begriffe Rechenvorgang
. Summand plus Summand gleich  Summe addieren
Addition 2 a _ “ (zusammen-
+ - zihlen)
Subtraktion Minuend  minus  Subtrahend  gleich  Differenz| suptrahieren
8 — 6 = 2 (abzichen)
Multiplikand mal  Multiplikator gleich  Produkt
inlizi
Multiplikation Faktor mal Faktor gleich  Produkt multiplizieren
{malnehmen)
2 : 4 = 8
Division Dividend  durch  Divisor  gleich  Quotient|| dividieren
12 : 4 = 3 (teilen)

Beachten Sie biite folgendes:

a) Eine Zahl ist ohne Rest teilbar durch

2: wenn die letzte Ziffer durch 2 teilbar oder eine & ist;
3: wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist;
4: wenn die beiden letzten Ziffern durch 4 teilbar sind;
5: wenn die letzte Ziffer eine 5 oder eine 0 ist:
6: wenn sie durch 2 und 3 teilbar ist;
: wenn die letzten 3 Ziffern durch 8 teilbar sind ;
9: wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist;
10: wenn die letzte Ziffer eine 0 ist;
12: wenn sie durch 3 und 4 teilbar ist;
wenn sie durch 3 und 5 teilbar ist;
25; wenn die beiden letzten Ziffern durch 25 teilbar sind.

=
w
-

— 10 —

v s v Afl> 2 4 g

8

i
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Mathematische Zeichen nach DIN 1302

Mathematische Zeichen

plus

minus

gleich

nicht gleich
nahezu gleich
entspricht

kleiner als

groBer als

kleiner oder gleich
groBer oder gleich

unendlich

absoluter Betrag von
Summe

Wurzel aus

Beispicle

83 +7 =15
6—4=2

12 =8 + 4
4% 2

0,499 ~ 0,5

lem £ 1 kg (in der Zeichnung)

2«6

g>4

2 = 2 und griBer
4 und grofer= 4
1

— = 00

41
3
?a:al-l-a,-i—as

yi =2

—11 —
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1.3. Die vier Grundrechnungsarten
mit gewdhnlichen Briichen

1.3.1. Allgemeines iiber die gewdhnliche Bruchrechnung

Ein Bruch entsteht, "‘fm

=

—

wenn man ein Ganzes (1)

in eine Anzahl gleicher

%o %, T %o Y

Teile teilt und einen L i i i i L i
¥ L] T L] L] L] 1
oder mehrere davon
nimmt. 3/ ——»
Abb. 1.1
i 3 Zihler
Beispiel eines Bruches: —
6 Nenner

Der Zahler steht tiber, der Nenner unter dem Bruchstrich.

Die Zahl, die angibt (nennt), in wieviel gleiche Teile das Ganze geteilt
worden ist, hei3t Nenner,

Die Zahl, die besagt, wieviel von diesen Teilen genommen {gezidhlt) werden
sollen, heillt Zahler,

Man unterscheidet:

2 4
a) echte Briiche: ; 5 ; der Zihler ist kleiner als der Nenner

3
33

3 5
b) unechte Briiche: 7 = z ; der Zahler ist groBer als der Nenner

4
3
2

4
c) gemischte Zahlen: 23; 33 ; Ganze und Briiche

1.3.2. Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen

Zahlen, die nur durch 1 und durch sich selbst teilbar sind, heiBen Prim-
zahlen,

Beispiele: 1,2,3,5 7,11, 13, 17, 19 usw.

— 12 —

Alle iibrigen Zahlen sind zusammengesetzte Zahlen; sie lassen sich nim
lich als Produkt aus mehreren Primzahlen zusammensetzen.

Beispiele: 6=2-3 9=3-3, 12=2-2-3

Ubungsiaufgabe:
1. Schreiben Se die Promzablen von 1-bis 100-anf.

1.3.3. Der grilite gemeinsame Teiler {g. g. T.)

Fiir das Kiirzen der Briiche sucht man den groBten gemeinsamen Teiler
(g. 8- T.).

Von den Zahlen 40, 60 und 80 findet man den g. g. T., wenn man sie in
ihre Primfaktoren zerlegt und die gemeinsam vorkommenden Primfaktoren
miteinander multipliziert.

40 =2:2:2+5 I

60 =2-2:3:5 g8 T

80 =2-2:2:2+5 l zoHol =l
Ubungsaufgaben:

2. Der groBte gemeinsame Teiler ist zu bestimmen von:
e) 96, 144 und 204

i} 17, 34 und 86

g) 48, 120, 216 und 238
h) 126, 154, 378 und 546

a) 18 und 42
b) 128 und 162
c) 24, 36 und 45
d) 30, 45 und 75

1.3.4. Das kdeinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.)

In einfachen Aufgaben kann das kleinste gemeinsame Vielfaches (k.g.V.)
durch Kopfrechnen gefunden werden.

In der folgenden Darstellung sind die gemeinsamen Vielfache von 8 und
13 umterstrichon

Vielfache von 8 sind: 16 24 32 40 48 56 64 72
Vielfache von 12 sind: 2436 4860 72

Von den unterstrichenen gemeinsamen Vielfachen ist 24 das kleinste gemein-
same Vielfache, abgekiirzt k. g. V. Es wurde durch Probieren gefunden.

— 13 —
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Schriftliches Aufsuchen des k. g. V.:

Will man von mehreren Zahlen, z. B.6,3,4,12,18,70, 5,28 und 25 das k.g. V.
aufsuchen, so ist folgendes zu beachten:

a) Die Zahlen, die in anderen enthalten

sind, scheiden aus. 6, 3, 4, 5 werden "'_;,
also gestrichen. e
12| 2-2-2&
b) Die iibrigen Zahlen werden in Prim- !#f2-3 g
faktoren zerlegt. L) red Primfalctoren
&
28| 2 l
¢} Jetzt wird festgestellt, welche 25)5-3
verschiedenen Primfaktoren kgV.=2+2:3:3+5:5:-7 = 300

vorkommen (hier sind es 2, 3, 5 und 7).

d) Die festgesteliten Primfaktoren bleiben nur in der Zeile stehen, wo
sie am haufigsten vorkommen. Die 3 kommt in der Zeile ,, 18"
am héufigsten vor und wird deshalb in der Zeile ,,12' gestrichen.
Wenn die 2 in der Zeile ,,12" und ,,28" je zweimal vorkommt, so
darf sie nur in einer Zeile stehenbleiben, vielleicht in der Zeile ,,12°.

e) Aus dem Produkt der stehengebliebenen Primfaktoren findet man
das k. g. V.

Im nichsten Abschnitt wird die Ermittlung des k. g. V. beim Suchen des
Hauptnenners fiir ungleichnamige Briiche eine wertvolle Hilfe sein.

Ubungsaufgaben:

3. Das k.g.V. wird von folgenden Zahlen gesucht:

a) 4, 5, 9, 8,12 b) 8,12, 18 c} 9,15, 27

dy 5 6, 8 9,15 25 e) 28,42 63 f)y 8 9, 12,18
g) 12, 16, 36, 60, 54 h) 60, B84, 45, 56 i) 210, 180, 660
k) 15, 77, 154, 182 1) 360, 300, 630, 252 m}) 252, 540, 385

1.3.5. Erweitern und Kiirzen von Briichen

1.3.5.1. Erweitern
Der Wert eines Bruches bleibt unverindert, wenn man Zihler und Nenner
mit derselben Zahl multipliziert.

Die Zahl mit der man erweitert, heiBt Erweiterungsfaktor.

— 14 —

. 1
Wie z. B. aus dem Bruch 2 durch Erweitern die Briiche 43. g-. ; und 1% ent-

stehen, die trotz unterschiedlicher Zihler nnd Nenner alle denselben Wert
besitzen, 146t sich mit Hilfe einer Strecke erkliren, die in 2, 4, 6, 8 und 10

gleiche Teile unterteilt ist. Durch die Multiplikation von % it dem ent-

sprechenden Erweiterungsfaktor im Zahler und im Nenner erhalten wir die
gewiinschten Briiche, die alle denselben Wert haben.

%" i

-

1 . N
- %-% L- m :.‘u v -J ; I
1,33, ' + " " M 1
FE WE: T wE- T i . L 4l
~ %5k
%%Jﬁ.‘l Tt t —+ : i
— LI ﬁJ
JZ" %ﬂ% T R T R T 1 ¥ o } " '
510
Abb. 1.2

1.3.5.2, Kiirzen

Der Wert eines Bruches bleibt unverindert, wenn man Zihler und Nenner
durch dieselbe Zahl dividiert. Die Zahl durch die man kiirzt, heilt Kiir-
zungsfaktor,

Zum besseren Verstindnis ist auch hierfiir eine Strecke in acht gleiche Teile
geteilt worden.

V8 2/8 3/8 48 58 68 7/8 &8

¥ i
L ] T a —

14, 1/2 ' 3/4
Abb. 1.3

(=1 J

. 2
Wenn wir z. B. den Bruch = durch den g.g.T. im Zihler und Nenner, also

- . 1
durch 2, kiirzen, dann erhalten wir den gekiirzten Bruch =
Beispiele: Folgende Briiche sind durch den g.g.T. von Zihler und Nenner zu

kiirzen:
2 2 2 1
a) - = =
8 8 : 2 4
4 4 . 4 1
b) = = — =
8 8 : 4 2
| 8 8 : 8 1
c) - = =
8 8 . 8

— 15 —
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1.3.6. Addition und Subiraktion von Briichen

1.3.6.1. Gleichnamige Briiche

Gleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem man die
Zihler addiert oder subtrahiert und den Nenner beibehiilt.

7 -—'—---—Zf?—--i
!-.- t + t $ 4 e
1] 7 2/7 3/7 L/7 5/7 B6/7
I‘ 6/7
*—"—‘—'Z.f'?—:l
: ; ¢ . i . T
0 177 277 3/7 L/7 5/7 6/7
Abb. 1.4
Beispiele:
3 2 3 4+ 2 - 5
ST
2 6—2 4
R R A
3 5 2 3+5—2 6 1
‘Tt T 1z 1z 2
B LD
Do+ B+ =0 =6=7

3 1
Unechte Briiche verwandelt man in gemischte Zahlen, z. B. E == 15.

Gemischte Zahlen werden addiert, indem man die Ganzen und die Briiche

1
fur sich addiert, z. B. 2; + 3

2 3
= — 52
4 4

hrling.de

Ubungsaufgaben:
eyl ? b)l 3 5 y L, 3 5
.a) =+ — - -4 = — 4+ — 4+ —
575 i3ty d9ptato
5 N = 2 )1 2 3
a— — — —_———— — — E—
) 7 Y3ty ta
6ol 4 . 1 5 3 1
ity YetsTs YutnTn
; 4 )iz 7 V12
. a) - - — _— C [
gt 8 8 8 5
H_3 .4 gy’ 32 17>
— e — JE— — — C JE— -
'z "zt P o 9 4
9.

2 4
Ein Schiiler bezahlte zwei Rechnungen iiber 55 DM und 75— DM, Wie-

viel DM muBte er zuriickbringen, wenn ihm sein Vater 20 DM mit-
gegeben hatte ?

10. Bestimmen Sie die Summe aller echten Briiche:
a) deren Zihler gerade und deren Nenner 15 jst,
b) deren Zihler gréfer als 30 und deren Nenner 40 ist,
c) deren Zihler eine Primzahl und deren Nenner 50 ist.
3 . 2 4
11. Zu welchen Zahlen muB man 285— addieren, um 30, 100, 1275 und 199g
zu erhalten ?
. o 46 55 2
12.  Subirahieren Sie die Summe 5— und 8— von 20—.
63 63 63
. 91 . 73 67
13.  Addieren Sie zu 459— die Differenz ans 6407— und 6390—.
97 97 97
14.

1 3
Vermindern Sie die Differenz ans 2095—8 und 1999— um die Differenz ans

7 5
124— und 87-.
8 8

—_17 —
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1.3.6.2, Ungleichnamige Briiche

Merke:

Ungleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem man die
Briiche zuniichst gleichnamig macht und dann die Zdhler addiert oder sub-
trahiert und den gemeinsamen Nenner beibehiit.

+ -1

Beispiel: +

w| =
-l W

ra |

Gesucht wird fiir die ungleichnamigen Briiche zuerst der Hauptnenner, in dem
alle vorhandenen Nenmer als Teiler enthalten sind. Der Hauptnenner ist
nichts anderes, als das kleinste gemeinsame Vielfache (k. g. V.} der einzelnen
Nenner.

Vielfache von 2sind: 2 4 6 8 10 12

Vielfache von 3 sind: 3 6 ¢ 12

Vielfache von 4 sind: 4 8 12

Das k. g. V. zu 2, 3 und 4 ist also ,,12".

. Lo 11 3. PR . ,
Die ungleichnamigen Briiche 3 und 7 kénnen jetzt in gleichnamige Briiche
mit dem Hauptnenner ,,12° umgewandelt werden.

Fiir die erforderliche Erweiterung der vorstehenden Briiche (auf den

1 . o
Hauptnenner ,,12°) muB der Bruch = im Nenner mit ,,6'° multipliziert

werden (weil 2 - 6 = 12 ergibt}). Gleichzeitig muB aber auch der Zihler mit
derselben Zahl (- 6} multipliziert werden, damit der Wert des Bruches sich
nicht dndert. Die anderen Briiche werden ebenfalls erweitert:

Folgende ungleichnamige Briiche sind zu addieren:

3
4718 "6 "24 "9 32

# | Primfaktoren
In der nebenstehenden !

Rechnung wird mit Hilfe 1801 8- 3 - 3
der Primfaktoren der HF
Hauptnenner (oder das 24 | 2223
k.g.V.) gesucht. o

212.2-2-2.2

Hauptnenner = 2-2.2-2.2-3.3 = 288

Die ungleichnamigen Briiche miissen jetzt so erweitert werden, daBi sie
gleichnamige Briiche mit dem Hauptnenner ,,288° ergeben.

Merke:

Die Erweiterungszahl wird gefunden, indem man den Hauptnenner durch den
Nenner des zu erweiternden Bruches teilt.

Die vorstehende Aufgabe nun noch einmal mit der Lésung:
3 " 7 + 11 o 13 + 5 7 N
P T TR T T

3
Fiir den ersten Bruch ,,1” ergibt sich demnach die Erweiterungszahl

7 ) 2
aus = = 72, Fiir ”ﬁ“ ergibt sich die Erweiterungszahl aus % = 16 usw.

Losung:
3-72+7-16+11-18+13-12 532 7.9
4-72  18-16 ' 16+ 18 z4-12+9-32+32-9_

216 . 112 198 N 156 160 63 905 41
268 T 288 " 288 " 288 " 288 T 288 238 _ 288

1.3.7. Addition und Subtraktion von gemischten Zahlen

Merke:

Gemischte Zahlen werden addiert oder subtrahiert, indem man zuerst die gan-
zen Zahlen und dann die Briiche addiert bzw. subtrahiert,

— 190 —
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N S S
eispiel: = 6= |

a) Wir addieren zuerst die Ganzen: 3 4 4 =7
b} Wir stellen die Briiche gleichnamig und addieren die Zahler:

2 1 44+1 3

3 6 6 6

4 +1 5
+1_ .5

¢) Wir addieren nun die Ergebnisse: 3 4 4 - G

Soll ein Bruch von einer ganzen Zahl subtrahiert werden, so verwandelt man
vorher einen Einer der ganzen Zahl in einen gleichnamigen Bruch.

1 2 1 i
Beispiel: F—— =4 —_ =4

2 Z 2 2

Eine gemischte Zahl wird von einer anderen gemischten Zahl subtrahiert,
indem man erst die Ganzen und dann den Bruch subtrahiert.

1 1 3 1 2
Beispiele: a)f—2-=3 —- =2-— - = 2=
3 3 3 3 3

5 7 5 7 17 7 10 5

2 =7 = — L —6— =6-

b)glz 12 12 12 12 12 12 6

Bei schwierigen Aufgaben wird folgender Losungsgang vorgeschlagen:
1. Beispiel 97 615+53+35-|-213 ?
0 ispiel: — — — — = = )

el R T TR TR T

Wir suchen zunédchst den Hauptnenner fiir die ungleichnamigen Briiche und kommen
dann zur Lésung:

Hauptnenner (H.N.): Lisung: ; 1
12 |23 91_2 g4
16 | 2+2-2-2 .
r Primfaktoren 6E 135
& l .
18 |-2+35.3 3| 108
5
3—| 90
8
13
2—| 104
18
521 i
25 2 g™
144 144

37 99
2. Beispiel: 4— —3— = ?
120 100
Losung: 600
Hauptnenner (FL.N.): 33—
120 2-2-2:3-%& “120 185 785
100 &-2-5-5 59
3.2 .23 55 = —3 504
HN, =2-2:2:3+5+5 =000 i
191
600

Ist der Z#hler des gleichnamig gemachten Minuendbruches (185) zu klein, so wird
ein Einer der Ganzen in einen gleichnamigen Bruch verwandelt; man ersetzt den zu

600
kleinen Zihler (185) des Minuenden durch den um ein Ganzes (E) vermehrten

Ziahler (185 4 600 = 785). Durch einen Punkt neben dem Einer (4.) wird angedeutet,
daB dieser um 1 vermindert wurde.

Ubungsaufgaben:
e ) 1 153 42 ¢
o) = db = p—— —_—— =
3 2 10 16 20 7 21
owlad miit gyl g mogm s
La) — 4 — — 4= =4 = - 4= —+ -
278 Ysty 7t 5 st3 93713
it 2.3
A3 ts 374
myte? il u .z 27 120
.a) = 4+ — — 4 — — 4+ — — 4 —
7 "8 sTie 916713 35 ' 15
el w2 gl_>3
.a) — + — codhes ) e
59 12715 12 18
ol il oZ l 3 g2 34
.a) — + — -4+ —= -t -—= T
4 1% 6" 12 5778 AT
I INE SS S B 2 4
.a) — 4+ — + - -4 -+ - -+ -+ -
25 16 9 2 tits 93t3ts
S SN S 4 3 s
La) = 4+ =+ = -+ =+ — — 4+ =+ =
576 ' 8 stetn Yntntn

— 21 —
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Ubungsaufgaben:
23 7 11 5 b)4' 13 47 )21+5-3
La) — 4+ — — — — e — i} — ) 2=
®) 72 v 34 36 63 126 196 2 4
i 35 5.7 11
nf) o db S s T ¢)——=— 4 —
3+6 18 3 6 g 4
2ty L1 73 O
st T Ya it 5710 20
1 1 1 1 1 1 4 1 2
26.8) - — - — = DY e i Q1 —- =
2 5 i 2 3 5 5 2 3
a2 By 43 )6 4 5
i = S E
4 2 )8+ 5+

28 )13'+54 150 ‘b)21 8—1-+6?- )1?+13+21
.a) 1- — — c) 1— - —
7%t 2% T% 12 5

3
29 95 213 b 201 23 51 23
WG T P+ A —X
5 1 1 1 1 7
30.a) 15- + 10~  b) 3— — 2— ¢) 5— — 2—
7 2 2 3 30 15
31 )2+5+1+3 )5+11+3 3 )3i+4§
. a) - — = = = — S — = G
9 12 2 8 6 15 5 10 5 7
. 7 3 8 +1 b 25 1 5 2
A tsTnt: Ym s Ta o
1 1 5 4 4 5 7 3
33.a)4--—- b)B——— ¢ 16-—9— d) 25-— 16~
2 3 12 15 5 12 9 4
3 7 2 5 3 3 11 17
34.a) 54- — 41—  b) 76— — 38— ) 45— — 15-  d) 56— — 38—
4 e 9 6 7 4 15 20

9 2 1 5 3 1 3 5 2z

35.2) 9. —3— —2- b)8=—2-—1= ¢} 7--— 1= —-2-
10 5 4 6 5 2 4 9 73
3 2 3 4 17

36.a) +—= b)B-—— ¢} 9—-— 09—
4 5 4 15 20 12

Ubungsaufgaben:

3 1

7 3 3 1 4
37.8) 25- — 5- b} 5=— = ¢} 6~ — 1= — 3=
5 4 B 4 2 s

5

1 3 7 7 3 2
38. a} 9= ~— 3— = 2- b) 124- — 36— — 17— — 23—
2 5 8 9 4 3 6

1 6 3
39.8) 3 — - — 12

1 3 2 5
b) 125~ — 36— — 17— — 1=
T 4 4 £ 6

3 3 3 7
40, 56— — 4 —1-— 12—
4 4 8 9

1 3 3 3 7
41, 120- — 18- — 32— —11- — 15—
2 4 8 4 12

4228 400 13 DTS B 1L 18 4 2T 4 36 4 45
B+ 3 DTS 4R+l 18+ 275 4360 + 455
43, B2 4650 4 36 4 TT- 4 136

' 4+ 6 5 3 2

44 8) 48 4 T 4500 4350 B)E9L 4 St 4 g3 4 a7

A T % T % 60 ' 15 20" “'%s

5
45.  Meine Schwester ist 17 Jahre 8 Monate alt, ich bin 26 Jahre alter.
Wie alt bin ich?

3
46.  Unser Vater wollte 5 Sack Mehl kaufen. Wir baten aber so lange, bis

3
er a Sack nahm, denn so gab es 6 kg mehr Mehl zum Kuchenbacken.

Wieviel kg wog der volle Sack ?

1
47. Wieviel Schiiler sind in der Klasse, wenn 6 Schiiler, d. h. gder Klasze,
das Sportabzeichen erworben haben ?

3
48. Ein Zug, der ry Stunden Verspatung hatte, traf um 17.15 Uhr am Ziel-

ort ein. Wann hitte er planmaBig eintreffen miissen ?
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1.3.8. Multiplikation eines Bruches mit einer ganzen Zahl

Merke:

Ein Bruch wird mit einer ganzen Zahl multipliziert, indem man den Zihler
mit ihr multipliziert.

10 1 3 18

2 1
Beispiele: — 5 ="_ =3 oder =6 = = = 4=
3 3 3 4 4 2

+T

Da das Kiirzen die Rechnung vereinfacht, kiirzt man immer schon das unaus-
gerechnete Produkt.

Beispiele:
2
17, 1726 3¢
A M3 T3
3
3
7 - 141
b) E 459=4__ = = 70=
2
2
9
7322 .99 = 73 . 09 4 02T _
€ Bzt P - BT
11
855 8 8
82 75 — 7304 —
7227+ T = 221 -+ 775 o
Ubungsaufgaben:

6 7 7 5 8
45.a)=¢9 B --9 ¢ —-8 dj—-7 e--8
7 8 2 9
3 2 4 3 9
50.a) 4= Db)5-— c}6-~ dj—+2 e)—-4 f)-—-28
5 3 9 14

3 15 13 21
5La)—+5 DB)—+9 ¢—6 d—-12 e -s-7
4 2 15 28

— 24 —

Ubungsaufgahen:
5 7 2 5 16
52.2)--13 b —+12 c-+14 A—-15 e -7
9 13 5 14 17
11 9 17 25 5
S3.a)- - 24 b)— 12 ¢ —-24 d)——+24 e —-20
12 16 36 72 iz
11 7 89 25 20
54.a)13-— Db)19--—  gll-—  d)16-— 16—
7 15 121 37 27
1 1 i
55.a) -1 b)2-1- o =-1- d)=-1-
4 2 2 2
5 13 13 21
56.8) —+9 D)—+6 ¢ —-12 d)—+15 ) 6--7 f)90—-15
1 24 15 30 12
3 4 12 4 12 4
57.a) —-2-  b)—+2- ¢} —-2-
12 3 15 5 20 5
3 4 4 2 1
58.2) 74 b)6--8 ¢ l1--12 d)6-+3 & 7--6
4 7 5 3 4
7 3 4 5 1
59.2) 1—=+4 b)2-+6 c)3--6 dj4--4 ¢ 10--10
12 8 9 6 2
3 11 13 13 7
60.2) 16+ 4~ b} 8-0— ) 7-8_ d)6-5— e 40—
8 16 14 15 10

1.3.9. Multiplikation zweier Briiche

Merke:

Man multipliziert zwei Briiche miteinander, indem man Zihler mit Zihler
und Nenner mit Nenner multipliziert.

Gemischte Zahlen werden miteinander multipliziert, indem man sie erst zu
unechten Briichen macht und dann ebenfalls Zihler mit Zihler und Nenner
mit Nenner multipliziert. Vor der Ausfithrung der Multiplikation ist stets
zu kiirzen, z. B.

2 1 7
2, 1_246_4 b 111,56 _aEse 7
a) 3 5_.‘;;-5"5 ) 164 375‘5;—-.3:5-‘?0
5
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Hat man mehr als zwei Briiche oder gemischte Zahlen zu multiplizieren,
80 setzt man alles auf einen Bruchstrich und kiirzt erst einmal, z. B.

Ubungsaufgaben:

Loyt B3 Q622 Qa6 oli-6
_ oL L2 s ) 5
R 4 7q 5 5 3 7 79

3 1 4 5 1 .3 3 10
62.a) 12--1-- 6- b) 4~ + 8-+ 1- €) 6= » 4 0 2
4 2 s 7 2 % AERT
gl s 3.1 9 11
i3 =8 23 L2
V3'7 P35 13 “10 17
64 b ! d ) 3
BT WD 9ioc dzos ozes
s al.l 2.3 3.8 3.8 5.8
ottt 2.3 9.3 2.0 498
M3 Y3y 9% 27 89
3 7 6 113 11 15
66.8) —+en  D)me-— =z d)e=
20 11 11 253 5 7 99

15 15 4 3 15
67.3)1-+= b)2-+— c)3—-= d)i7--=
Z2 6 22 5 4 2 7

— 28 —

Ubungsaufgaben:
7 5 11 3 5 4 8 5
69.2) -+ =+ — =202, Q) 4--25  Q)3s-22-40
8 9 12 4 6 9 11 3 4 2 6
3 3 13 5
70.a) 1= nes  Db)2—+3=-1> ¢ Z.1=.2
4 4 4 15 7
9 2 1 1 1
71.a) 25282 By 6or2— 4= ¢)lm+1-c1--1-
4 7 10 7 2 5
5 3 5 4 3 7 4 11
72.a) 8=-9--17— by 2—+ 3-- 2- c)12— - 5— - 2— - §—
7 6 12 5 3 4 15 7 12

1.3.10. Division eines Bruches durch eine ganze Zahl

Merke:

Ein Bruch wird durch eine Zahl dividiert, indem man den Zihler durch die
ganze Zahl dividiert und den Nenner unverindert 18t oder — wenn der Zih-
ler nicht teilbar ist — den Nenner mit der ganzen Zahl multipliziert und den
Zihler beibehilt.

Vor dem Ausmultiplizieren ist, falls mdéglich, zu kiirzen.

3 1 14 2
Relsplele: 2.3 = ol S
plels a)4.3 py 'b)15 5
1 1 3 3
— o d) —:2 =—
gt '3 10
1 ; 3 !
5 15 35 35 7
€ — 6 =—=— f) =:10 = = =
8 8'—26- 16 36 36 -1 72
2

Ersetzt man in den vorstehenden Aufgaben das Rechenzeichen (:) durch
einen Bruchstrich, so lauten die Aufgaben:

14

15
= ? oder =— = ?
7

wl &1 w

Dabei entstehen sog. Doppelbriiche. Der Hauptbruchstrich ist besonders
zu kennzeichnen und mul in Héhe des Gleichheitszeichens stehen.

—_7 -



Um die Doppelbruchstriche zu vermeiden, verwendet man unter Beriick-
sichtigung der Bruchregel einen gemeinsamen Bruchstrich, z. B.

| | W

Merke:

Bei gemischten Zahlen sind erst die Ganzen und dann die Briiche zu divi-
dieren.

1

Beispiel:
P 16

L 2+1- z+142
8 " 8 16

Sind die Ganzen zu klein, oder bleibt bei der Division der Ganzen ein Rest,
so bringt man sie auf den Nenner des Bruches und dividiert den unechten
Bruch.

] ) 32 4 11 4 111 11
e1spiele: a —_ = — e =
P 3 3.4 12
PRSP S LI R
27 2 T 2e1n 20 2
Ubungsaufgaben:
2 6
B.a)z:i2 B)zi3 op:2 A2 o3
74 > 2 b o 2 z 5 d 8 ! 19 f)11‘12
.a)g. )3 c)-‘?: ) = e)12. ik
75 3 b5 s a2y gl
ca)— o] — = g —: €) — -
g T 9 13 17
76 kS b)12 9 ! 12 qd) 15 )12 g
.a) = : — — — e) — :
) 13 BT 19
38 32 84 135 144
77.a)— 7 b)—:8 — : 12 )——:15 e) — :16
35 45 95 148 180
21 39 7 256 17
78.8) — 1 7 by—:52 ¢)—:19 d) — : 32 e) — :15
25 70 18 363 33
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Ubungsaufgaben:
2 8 14 2
79.a)6-:2 b) 24— : 4 cl 35— : 7 d) 27-:9
3 11 15 3
4 5 3 2 3
80.a)3—:8 b)7-:12 ¢ 10-:15 d) 18- :24 ¢ 23- : 32
5 8 5 3 6
2 1 2 1 2
81.a) 3-:2 by4-:3 c) 5- : 4 d)6-:5 e)7-:6
5 2 5 4 3
1
82.a)3-:10 b)y6-:5 c)7-:5 d) 51- : 2
3 3 2

3 12 2 2
83.a) 15- : 7 b) 11— : 14 ¢} 29— :9 d) 36— : 45
4 13 8 3

6

3 3 1 1 2 5
84. a) (5— -+ 1—) 4 b (11— — 10—) 112 ¢ (174—— 14Bm) 1 25
4 4 30 2 3 69

1.3.11. Division zweier Briiche

Merke:

Man dividiert durch einen Bruch (Divisor), indem man mit dem reziproken
(umgekehrten) Wert multipliziert.

Gemischte Zahlen werden vor dem Dividieren in unechte Britche verwandelt.

2 1
Beispiele: a)—:E=—-z:__4
37 35 15
4 5 15 3
|'|:|j;—:3t—:_..—73_
5 4 4 4
2
q _3_1_-14’_2
14 #F 3 3
1
1 5
1 7 16 32 l&-.25% 5 1
d)3-:1— = —: = == =2
5 25 5 25 a3 2 2
1 2
— 99 —



1.3.12. Division einer ganzen Zahl durch einen Bruch

Merke:

Man dividiert eine ganze Zahl durch einen Bruch, indem man ebenfalls mit

dem reziproken Wert des Bruches multipliziert.

2 6-+3 4 12-5
Beispiele: a)6!i- =—— =9 b)l12:- = —— =15
v 1613 =3 V125 ==
Ubungsaufgaben:
6 2 4 2 1
B5. a)— : = b)-:- c)l:-
7 7 5 5 5
8 3 5 3 7 1 6 3 5 11 12 3
86.a) - : - by — - c)—: - d)-:- e} = 1 -m == g
9 5 12 4 9 2 7 5 8 32 14 4
105 3 84 3 .70 3
gy —:~ h) —: - i) — @ -
120 " 4 108 4 153 4
75 25 11 1
87.a) — : — b) 3—: - c} 7— 15—
98 98 2 2 2
11 1 2 3 2 4 1
88.a)-: - b} —: - c)— - d)y—-:-
3 2 5 3 7 3 5 2
7 4 13 7 19 14 27 19
89.a) - : - b) — :— ¢) — 1 — d) —:—
9 5 15 12 24 15 35 21
3 1 4 1 7 1
90.a) — : 1- by - :1- c} —: 2=
42 53 g8 3
91 a)61 2 b)BE il )5E 2 a2 12> : 10%
. : 2- g c : — 2= — 1 10—
25 375 % Wm0 91210
4
z.a)4:- b)B:S: 10:7;
5 10 1
93.a) - : 1= b)-:1- ¢} —:1=
8 3 22 3
94. a) 3 2 b)4—4 3 )45 5 a) 5= 25 172 ;3
ca) 3- 12— 3= ¢ 5= — 12— — : 3—
2 5 6 Vg ANy
1 2 2
95. a) 112- : 6 b} 6~ :112—
2 3 g
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1.4, Die vier Grundrechnungsarten mit Dezimalbriichen

Merke:

Dezimalbriiche sind Briiche mit dem Nenner 10, 100, 1000 usw. Links vom
Komma stehen die Ganzen, rechts die Dezimalstellen.

4
Echte Dezimalbriiche haben keine Ganzen (0,4 = Tﬁ}' unechte Dezimalbrii-

che bestehen aus Ganzen und einem echten Dezimalbruch.

6
Beispiele: a)1,6 = IE =14+06

1 12
b) = 0,1 ol =17 d) — — 0,12
10 10 100
3 50
5> _g £ 12— — 12,050
¢ Brgg = 803 D 125s

Bei einem Dezimalbruch k&nnen beliebig viele Nullen angehingt oder
fortgelassen werden.
0,2 = 0,20 = 0,200 = ... oder 0,800 = 0,80 = 0,8

Dezimalbriiche werden auf eine bestimmte Stellenzahl abgerundet, indem
man die iibrigen Dezimalstellen fortliBt. Ist die erste fortfallende Ziffer
kleiner als 5, so 14Bt man den Rest chne weiteres fort; ist sie gleich 5 oder
groBer, so wird die letzte stehenbleibende Ziffer um 1 erhéht.

Folgende Dezimalbriiche sind erst auf 4, dann auf 2 Stellen abzurunden.
Die Abrundung wird durch das Zeichen = angedeutet (nahezu gleich}):

a) 0,370695 ms 0,3707 = 0,37
b} 0,254832 ~ 0,2548 =~ 0,25
c) 2,148553 =~ 2,1486 ~ 2,15

1.4.1. Addition von Dezimalbriichen

Merke :

Dezimalbriche addiert man, indem man sie so untereinander schreibt, daB
Komma unter Komma steht.

Beispiele:
0,358  oder dafiir 0,3580
+ 07 + 0,7000
+ 81,5267 - 81,5267
4+ 0,004 +  0,0040
82,5887 82,5887
— 31 —
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Es ist immer darauf zu achten, daf3 Einer zu Einern, Zehntel zu Zehnteln,
Hundertstel zu Hundertsteln usw. addiert werden.

1.4.2. Subtraktion von Dezimalbriichen

Bei der Subtraktion von Dezimalbriichen ist ebenfalls Komma unter Komma
zu setzen.

Beispiele:
a) 10,14 b) 0,40 ¢} 1253714
— 7,28 —0,36 — 74,2906
2,86 0,04 51,0808

1.4.3. Multiplikation eines Dezimalbruches mit einer ganzen Zahl

Merke:

Ein Dezimalbruch wird mit einer ganzen Zahl multipliziert, indem man
ohne Riicksicht auf das Komma multipliziert. Im Produkt werden von rechts
nach links so viel Dezimalstellen abgestrichen wie der Dezimalbruch hat.

Beispiele:
a)0,7 -12 =84 (eine Stelle}
b) 0,07 - 1 = 0,07 {zwei Stellen)
c) 0,008 - 5 = 0,040 (drei Stellen)

Zuerst ist also stets die entsprechende Anzahl Dezimalstellen abzustrei-
chen, dann kénnen die iiberfliissigen Nullen am Ende fortgelassen werden.
Ein Dezimalbruch wird mit 10, 100, 1000, usw. multipliziert, indem man
das Komma ein, zwei, drei bzw, mehr Stellen nach rechts riickt.

Beispiele:
a} 0,152 - 10 = 1,52 (Komma um 1 Stelle nach rechts)
b) 0,152 : 100 = 15,2 {Komma um 2 Stellen nach rechts}
c) 3,256 - 1000 = 3256 {Komma um 3 Stellen nach rechts)

1.4.4. Multiplikation zweier Dezimalbriiche
Merke:

Dezimalbriiche werden chne Riicksicht auf das Komma multipliziert. Im
Produkt streicht man von rechts nach links so viel Dezimalstellen ab, wie die
Faktoren zusammen besitzen.

Beispiele:
a)ol -01 =001 b} 0,2 -0,03 = 0,000
¢) 0,1 - 0,004 = 0,0004 d) 0,12 - 0,12 = 0,0144

e) 0,002 : 0,19 = 0,00038 f) 0,123 -0,9 = 0,1107

1.4.5. Division eines Dezimalbruches durch eine ganze Zahl

Merke:

Eine ganze Zahl wird durch einen Dezimalbruch dividiert, als wenn er eine
ganze Zahl wire. Man setzt im Quotienten das Komma, sobald es im Divi-
denden iiberschritten wird.

Beispiel: 31,452 : 3 = 10,484
3
14
12
25
24
12
12

In diesem Beispiel wird wie folgt gerechnet:

3:3=1,dann1l :3 = 0, Rest 1. Nun iiberschreiten wir das Komma im
Dividenden und haben deshalb im Quotienten hinter 10 das Komma zu
setzen. Dann wird weiter dividiert 14 : 3 = 4, Rest 2, 25 : 3 = 8, Rest 1,
12 : 3 = 4.
0,2750 : 18 = 0,0152 ~ 0,015

18

95

90

50

36

Geht die Division nicht auf, so hingt man an den Dezimalbruch so viele
Nullen an, bis die Rechnung aunfgeht oder bis im Quotienten die verlangte
Stellenzahl erreicht ist.

Ein Dezimalbruch wird durch 10, 100, 1000 usw. dividiert, indem man das

Komma um so viele Stellen nach links riickt, wie die 10, 100, 1000 usw.
Nullen besitzen.

Beispiele:

7 7
a} 0,7 : 10 = 1—0 10 = Hoa = 0,07 (Komma um eine Stelle nach links)

7
b) 0,7 : 100 = T 1100 = —— = 0,007 (Komma um zwei Stellen nach links})

— 33 —



1.4.6. Division zweier Dezimalbriiche

Merke:

fernmeld

Man dividiert zwei Dezimalbriiche, indem man zuerst in beiden das Komma
um so viele Stellen nach rechts riickt, wie der Divisor besitzt. Dadurch wird

der Divisor eine ganze Zahl.

Beispiele :
a) 0,34 ;2,5 b) 0,00123 : 0,19
oder 3,4 : 25 = 0,136 oder (0,123 19 = 0,00647
125 114 r¢ 0,0065
90 90
75 76
150 140
150 133
Ubungsaufgaben:
96. 0,29 4 125,2 + 0,6067 + 2,35 + 10,05678 - 167,304 =7
97. 279,5584 — 199,46752 = ?
98.a) 1,75 327 99.a) 0,6274 - 319
by 7.44 1,96 b) 1,622 . 0,625
¢ 377 - 3 c) 34,07 2,008
d) 10,63 5,6 d) 16,19 18
e) 0,004 - 813 e) 0,34 0,49
f} 0,0025- 0,0007 1) 64,345 199,791
100.a) 0,0007438 - 48 101. a) 0,0364 : 26
b) 96,6 1,75 b) 10,894 0,13
c) 8,61 + 10000 ¢c] 6143 10,0
d) 421,002 0,009 d) 38,13 12,3
€) 76645,7 1 234,5
102, a) 27,306 : 36 103. a) 0,000408 : 98
b) 25,873 9,4 b) 0,321 0,0002
c) 0,344 0,012 c) 83246 0,24
d) 13,3 : 65,15 d) 426,33 : 14,3
e) 0,0024 : 0,6 e) 67200,3 : 24,6
— 34 —
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1.4.7. Endlicke und unendliche Dezimalbriiche

3
Jeder Bruch ist eine unausgefiihrte Division (4_} 3 : 4). Fithrt man die

Division aus, so entsteht ein Dezimalbruch
1
Es gibt Briiche, die nach einer bestimmzten Stellenzahl! enden (—8 = 0,125).

Diese Briiche heiBen daher endliche Dezimalbriiche.

Bei anderen Briichen kann die Rechnung nie zu Ende gefilhrt werden
{3 = 0,333 . . .); sie heiBen unendliche Dezimalbriiche. Dabei kehren gewisse

Ziftern oder Ziffernfolgen regelmiBig wieder; man bezeichnet diese Ziffern
oder Zifferngruppen als die ,,Periode’ des unendlichen Dezimalbruches.

1 7
Es gibt periodische Dezimalbriiche mit einstelliger (5), zweistelliger (H),

dreistelliger usw. Periode.

Man braucht stets nur s0 weit zu rechnen, bis die Periode erkannt wird.
Die Periode wird nur einmal hingeschrieben und durch einen dariiberge-
setzten Strich sowie drei Punkte angedeutet,

1

03...
3 11

Briiche, bei denen nur die Primfaktoren 2 und 5 im Nenner vorkom-
men, ergeben stets endliche Dezimalbriiche.

Alle iibrigen Briiche ergeben unendliche periodische Dezimalbriiche.

Ubungsaufgaben:

Folgende Briiche sind in Dezimalbriiche umzuwandeln:

1 3 24 3 47 13 117
104a)- b- ¢— d— e— f— g — hj_—
2 5 20 25 18 50 40 300
3 17 118 2 7 49 13
105.2)> b)e o — d)2= 9% HT— g lz——
4 20 125 5 8 50 1000
1 2 2 5 i 3 9
106.2) 6= b)23- c)49- d)56- e 17- ) 3— g} T—
3 5 9 6 6 40 125

— 35 —
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1.4.8. Addition und Subtraktion von Briichen und Dezimalbriichen

Im allgemeinen kann man Dezimalbriiche leichter addieren und subtra-
hieren als gewohnliche Briiche, weil fiir die Dezimalbriiche der Haupt-
nenner nicht erst gesucht zu werden braucht.

Beispiel:

1 3
2=+ 0,375 + 4 + 3,5
s +4+

a} Umwandlung in Dezimalbriiche:
2,2 4 0,375 + 4,75 + 3,5 = 10,825

b) Umwandlung in gew&hnliche Briiche:

15 30 20 33
+— =10

21 3+43 31 5 .
stet N T 2" T T T 40

5
1.4.9. Multiplikation und Division beider Brucharten

Im allgemeinen kann man gewdéhnliche Briiche leichter multiplizieren
und dividieren als Dezimalbriiche

Beispiel:
3
0,38 - —
r
19
0,38-3 38 .3 57
sl B el 22 o =20
0.285 oder 1654~ 200
2
Ubungsaufgahen:

3 2 1
107.8) 2 + 0,625 )OS+ +075 o148 +7;+59
3 7 3 1 1
108.2) 0.048 - 1> 1) 045-= @ =-01 d1--07 €7:-03
8 9 7 7 3
0o a4t Lo4 B0 9i+2s a0s-L
. ! —3-  ol-+2 51—
a4y ) 4 2 T ) 5
3 5 4 2
110. a) 84,25 1> B)0,25 1 — ) 72540 =  d) 44,6 : -
3 10 8 3

8 2
€) 25360 1= 365

— 36 —
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1.4.10. Bruchausdriicke mit Dezimalbriichen im Zihler und Nenner

Sehr oft kommen Bruchausdriicke vor, die Dezimalbriiche im Zihler und
im Nenner enthalten:

4,73 - 10

0,01 9
Damit die Dezimalbriiche wegfallen, wird der Ausdruck mit 100 erweitert,
d. h, Zihler und Nenner werden mit 100 multipliziert. Hierdurch wird

das Komma der Dezimalbriiche im Nenner und im Zihler um zwei Stellen
nach rechts geriickt, damit es wegfillt

473
Ay 10 . 4730 S50
Bt 5= o 5235 ..~ 52556
1
Ubungsaufgaben:
3 2
= 5921 - —
21,06 - 4 3
a) _— - b)
26 0,0009
100-
2 B 3
5 9 ° 12
112, a) — b) — — d) —
) 3 ) T3 c) 5 ) 44
4 15 5
2 5
S 1+ 2
113. a) > 2 ;
. a
8 ) 3 ) 21
4—1
5
3 1 2
23,75';'75 7'0,6—]——9'3,6
114, a) —————— T —_—
100 1
3-+0,27 — 1,24 - —
8
4
4--25 43 -08 Lo BE — a5 2
115, a) - b)=—
1
4--25—3--08 4,8-2— 4 3--08
2" %
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2. Buchstabenrechnung

2.1. Allgemeines

Eine Vereinfachung von Rechenaufgaben besteht in der Anwendung von
Formeln. Besonders in der Technik wird hierven hiufig Gebrauch gemacht.
Bekannt ist z. B. fiir das Ohmsche Gesetz die Formel

I=7
Sptzt man fir die einzeloen Buchstaben bestimmte Zahlen en, =0 wird die
Formeal #u einer einfachen bekatnten Rechonaifeale mit bestimmiten Zahlen,
T aber in den Formein Buchstaben verwendeot werden, st eine gewisse
Fertigheit in der Anwendung von Buchstaben als: Zahlen unumginglich
Buchstalien woerden ols unbestimmte oder allgemeine Fahlaciohen verwandt,

Gewdhnlich rechnen wir nur

i, 2,3, 4,5 06usw
mit bestimmten Zahlen, } Y

jian kit abier auch genouso mit I
unbestimmten oder allgemeinen a b e d ...z, 2z R U V usw.
Zahlen (Buchstaben) rechnen. I

Tleim Rechnen mit unbestimmten oder allgemeinen Zahlen {Buchstaben}
Lenin fite einen Buchstaben (a) 1ede beliebige Zahl, z. B. 2 oder 6,5, festgelegt
werden. Innerhalb einer Aufgabe muB jedoch der ausgewiihlte Buchstabe
stets denselben Zahlenwert beibehalten (z.B. a = 2).

Beispiel: @ - b +a +¢c = 7
fire = 2, b = 3, ¢ = 4 ergibt sich:
2 4+34+2+4=11

Fiir das Rechnen mit unbestimmten {allgemeinen} Zahlen gelten die gleichen
Regeln wie beim Rechnen mit bestimmten Zahlen.

Die Aufeitandorfolge dor Zahlen 1, 2, 3, 4 usw. wird als eine Zahlenreihe
bezelchnet. Sie entsteht durch das wiederholte Hinzufiigen der Zahlen-
einhelt . 1'". Bildich kann man dic Zahlenrethe durch gine Reilie von Pnkten
darstellen, dic man auf cinem Strahl, dem Zahlenstruwhl, vom Anfangspunict U
an in gleichen Abstinden abtragt.

Zahieneinheit
—— : —
0 7 2 3

Abb. 2.1 — Zahlenstrahl

— 38 —
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2.1.1. Addition von natiirlichen Zahlen

Bei der Bildung von Summen entstehen in den folgenden Beispielen keine
Schwitrigheiten:

Beispiel: 34+4=17 oder
atb=c

— -|-
g I
B
L.‘j:
o
=
e o
o

arb=c
Abb. 1.2 — Bildliche Addition von Summnnden

Auf dem Zahlenstrahl werden die Summanden von links nach rechts an-
cinandergefiigt {Abb. 2.2).

Die Zahlen a und b sind die Summanden und ¢ ist hieraus die Summe.

Beispiel: a+b+ec=7?
Folgende Werte sind einzusetzen:
la=2 b=3 ¢=+4%
2Ya=15 & =20, ¢ =30
3ya=25b=45¢=06
Lisung:
Lya+b4ec="2? 2y a+ b4+ =7 3) a4+ b+c=7
243 +4+4=29 15 +20 +30=65 25 +454+6=13

Wir erkennen aus diesem Beispiel, daB jeder Buchstabe in verschiedenen Rech-

nungen eine ganz beliebige GroBe darstellen kann, Innerhalb derselben Rechnung
mul der Wert stets derselbe sein.

Merke:

1. Eine Summe gileicher Summanden

wiea +a+a oder b4+b4+b+0b
schreibt man abkiirzend: 3+a oder 4-b

2. Die Ziffer (3 bzw. 4) bei einem Buchstaben nennt man Beizahl oder
Koeffizient. Das Malzeichen (den Punlkt) zwischen Ziffer und Buchstaben
(3 - 2 = 3a) kann man weglassen.

3. Gleichbenannte allgemeine Zahlen mit verschiedenen Beizahlen werden
addiert, indem man die Beizahlen addiert,

— 39 —



fernmel

Beispiel: 2a + 3a = 5a
fiir 2 = 2 ergibt sich:
2:243-2=5+2

Bildliche Darstellung:

—_—tt
g f 2 4 $ 5 & 7 8 g # g 12
q—a——L—q—-—-—a——L—a——L—a

S5a

Abb. 2.3 — Addition von Summanden

Auf dem Zahlenstrahl werden die Summanden von links nach rechts an-
einandergefiigt.

2.1.2, Subtraktion von natiirlichen Zahlen

Beispiel: 8—~3=25
a—b=c
o = o -
— n L = b — -
! | — I
a 7 i I 5 6 7 i g
Ahb, 2.4

Addition und Subtraktion sind entgegengesetzte Rechnungsarten. Deshalb
muB der Subtrahend b in entgegengesetzte Richtung, also nach links, an den
Minuenden a angetragen werden.

Merke:

1. Bei der Subtraktion von allgemeinen Zahlen werden die Beizahlen subtra-
hiert.

Beispiel: 12a — 6a = 6a
2. Es diirfen nur gleichbenannte Zahlen subtrahiert bzw. addiert werden.
Beispiel: 124 — 8a + 0b — 2b = 4a 4 4b

— 40 —

3. Gleichbenannte Summanden in Bruchform miissen vor dem Addieren
oder Subtrahieren gleichnamig gemacht werden,

Beispiel: ~a + ¢ -+ 2a +
eispiel: —a £+ —a
Pt 32 TR TS

1 2 1 2 3 1 6 2
oder 4=z + 5-v — 3—¢ — d—y = 4—z — 3-, =y —
P Epy g T Ty Y

54
T

L qd
= 1-# =
3 5’

4. Gleichnamige Briiche werden addiert bzw. subtrahiert, indem man die

Zihler addiert bzw, subtrahiert. Der Nenner bleibt unverindert.

a b c b
Beispiel: — - — + — = M
e e e g

Ubungsaufgaben:

116. a) 3a +~ a + 2e b) 6 + 9a + 16a cy b + 126 + 3B
117. a) 2e + 5e -} 4e b) 2n -+ 508 4+ 4n 4 n cy 7b + 0,56
118. a) 42 + 7a + a + 8Ba + 5a b) 152 + 326 + 8b + 16a
119. 12% + By + 16z 4 13y 4 10y

120. 3 + 4y + 3a 4 2% + 4a + 10y

121. a) 0,80 4+ 2,20 4+ 7,64 b} 0.4ab + 8,2ab + ab

— 41 —
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Ubungsaufgaben:
[ ¢ ¢ [ 1 1
— 4+ — — 2— by 07d+d+2-d+-4d
122'a)erm-Fs_"lo ) 2 4

-d +1-d + -2 by2-z + 3=z + —
z z
123.a) 3-4 )

N SN I
8 oalan o
dzetiit it
1
124. 2) 10ab +; + 20+ 07ab  b) 102 | 96ax + 0865 + 0lax

+ + ! + 2—fy1 b 21 + 21 + 23 4 330 + l-cl
i b _c N &
125, a) 4x + —y X 7 ) 7 3 T 5

126. Setzen Siein den folgenden Aufgabenfirea = 2, b = 3und v = 2 ein:

1 1 1
a) 6b + 4a + 3x b) 1,2a + 4,2x 4 2,5b c) 1§b + 3ga - 21::

2.1.3. Relative Zahlen

Wihrend die Addition natiirlicher Zahlen immer wieder eine natiirliche
Zahl ergibt, ist das bei der Subtraktion nicht immer der Fall.

Bei der Bildung von Differenzen kommt man sehr bald an einen kritischen
Punkt, z. B. 4 — 4 == ?odersogar4-—5 = ?

Die Anwendungsmoglichkeit von natiirlichen Zahlen st68t hier auf eimne
Grenze. Man ist deshalb gezwungen, die sogenannten ,relativen Zahlen®
einzufithren. Der Ausdruck , relativ’’ heiBt , beziiglich”. Er besagt, daB diese
Zahlen Bezug nehmen auf einen bestimmten Ausgangspunkt. Dieser Aus-
gangspunkt ist die Null.

— 42 —
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Ein lehrreiches Beispicl ist hierfiir das Thermo- Y
meter, bei dem sich die Quecksilbersiule bei Tem-
peraturzunahme verlingert und bei Temperatur-
abnahme verkiirzt. Bei dem Vergleich der augen-
blicklichen Temperatur mit dem Gefrierpunkt +t 20
(0%) spricht man von Wirme oder Kilte.

Den Gradzahlen (Wirmegrade), die die Temperatu- ‘10
ren ,iiber 0 andeuten, gibt man das Vorzei-
chen 4+, den Gradzahlen ,,unter 0 im Gegensatz
dazu das Vorzeichen —. 0

Harmegrade (+)

Solche Zahlen, die nur in bezug auf einen Aus-
gangspunkt einen bestimmten Sinn haben, heifien ~fo
nrelative Zahlen”. Im Gegensatz dazu heiflen Zah-
len, die fiir sich allein einen bestimmten Wert dar-
stellen, ,,absolute Zahlen®.

- 20—

kaltegrade (-)

C

Abb. 2.5 -— Relative Zahlen am Thermometer

Ahnliche Falle, bei denen von einem Nullpunkt nach zwei entgegengesetzten Rich-
tungen gezdhlt wird, liegen beim Bestimmen der Héhenlagen tiber und unter dem
Meeresspiegel oder bei der Betrachtung von Vermégen und Schulden vor. Schulden
und Vermégen sind entgegengesetzte Grofen, die bestimmt werden nach einem
Besitz von ¢ DM.

Auch in der reinen Arithmetik haben wir es mit relativen Zahlen zu tun.
Ist z. B. in einer Subtraktionsaufgabe der Subtrahend gréfler als der Minuend
{z. B. in der Aufgabe: 5—8), so wilrde auf unserem Zahlenstrahl ein Uber-
schreiten der Null nétig sein. So gelangt man zu Zahlen, die jenseits der Null
liegen. Man denkt sich die Zahlengerade von Wull aus nach links (in gleicher
Weise wie nach rechts) verlingert.

negatire Zahlen(-) po:»c'ﬁre Zahlen(s)
—————t—
o b6 5 % B 2 7 PO B T S, T

Abb. 2.6 — Relative Zahien

IDie Zahlen rechts von Null heillen ,,positive Zahlen'’, die Zahlen links
von Null heiBen ,,negative Zahlen’'. Um die beiden Arten zu unterscheiden,
gibt man den positiven das Vorzeichen + und den negativen das Vorzeichen —.
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Die positiven und negativen Zahlen heiBen relative Zahlen.
Die Plus- und Minuszeichen haben von jetzt ab doppelte Bedeutung. Sie
sind Rechenzeichen und Verzeichen.

Die Rechenzeichen + und — werden bei der Addition und Subtraktion von
Zahlen verwendet.

Die Vorzeichen + und — deuten an, ob es sich um positive oder negative
Zahlen handelt. Die Vorzeichen schlieBt man mit ihrer Zahl in eine Klam-
mer ein {—35). Besitzt eine Zahl kein Vorzeichen, so gilt sie als positiv.

Durch die Einfithrung der negativen Zahlen ist es méglich, jede Subtraktion
als eine Addition anzusehen, so ist z, B.

12— 6 ++3—4 =12 } (—6) + 3 + (-4
Aus der Subtraktion — 6 ist also die Addition 4- (— 6) einer negativen
Zahl geworden.

Je weiter eine Zahl in der Zahlengeraden rechts steht, desto grdfer ist sie.

Beispiel: (—1) ist gréfer als (—2); (—4) ist grofer als (—6); (+1) ist groler
als (—1) usw.

Die Bezichungen ,,gréBer als' und , kleiner als" konnen auch durch Zeichen aus-
gedriickt werden:

z. B. statt {(43) ist grofer als (+3) schreibt man

{+3) = (+3),
statt {—1) ist kleiner als (-1} schreibt man
(—1) < (+1).

Ahnlich wie bestimmte Zahlen kann man auch unbestimmte Zahlen (_Buch-
staben) in der Zahlengeraden verwenden und ihre GroBen vergleichen:

L L i A L 1

— e
-5 -~ -3 -2 -1 0 41 +2 3 +h)  t+7

— : +
-b +a

Abb. 2.7

Zum Verstindnis fiir die Anwendung von bestimmten oder unbestimmten
Zahlen, die mit Vorzeichen versehen sind, stellen wir den Begriff ,, Vorzeichen"
mit einem Richtungspleil dar. Positive Zahlen erhalten eimen Pleil nach
rechts {(—); negative Zahlen erhalten einen Pfeil nach links {«). Die Linge
des Pieils entspricht der GréBe der Zahl. Mit den Richtungspfeilen kénnen
wir uns Additionen und Subtraktionen von relativen Zahlen erkliren. Hieriiber
sollen uns die Beispiele in dem nichsten Abschnitt Auskuntt geben.
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2.2. Addition und Subtraktion von bestimmten und unbe-

stimmten Zahlen, die ein Vorzeichen besitzen (relative
Zahlen)

2.2.1. Addition von relativen Zahlen

Bei der Addition von relativen Zahlen fiijgen wir einen Pfeil an den anderen an.
Die Gesamtlinge des Summenpleils ergibt die Summe,

1. Beispiel: 3+ (+5)=3+5
a+ (+b)y=a+b

- L 1 E L L Il i L i 1 1l_ ——
4 -4 0 +f 42 +.IH ¥ 45 +E 4T 4B i
| (]
€ ——y| =
: a bl Bl 7 =T
a+b

Abb. 2.8
Erliuterung zum 1. Beispiel: Wenn zu 3 DM Vermdgen noch 5 DM EKinnahmen
hinzukommen, dann wird das Vermégen um diesen Betrag gréBer (3 - 5 = 8).

Da es sich in dem vorstehenden Beispiel um die Addition von positiven Zahlen
handelt, werden die Summanden von ¢ nach rechts aneinandergefiigt.

Im folgenden Beispiel ist die Addition einer negativen Zah! vorgesehen.
Der anzusetzende Pleil + (—b) muB wegen der negativen Zahl in entgegen-
gesetzter Richtung (nach links) an den Pleil ¢ angetragen werden.

2. Beispiel: 6 +(—2)=6—2
a+ (—b) =a—b
— - L i e A i L i L -—

L
+7 +2 #3 +#F +5 48 a7

i
L
I
P
]
=
—

a | 44
'r +(=b)
= »
a-b
Abb. 2.9

Erliuterung zum 2. Beispiel: Wenn zu 6 DM Vermégen 2 DM Schulden hinzukom-
men, dann wird das Vermogen um diesen Betrag geringer (6—2=4).

2.2.2. Subiraktion von relativen Zahlen

Bei der Subtraktion ist zu beachten, dal grundsitzlich die Subtraktion
eine Umkehrung der Addition ist. Somit wird bei der Subtraktion der Pfeil
immer in entgegengesetzter Richtung als bei der Addition (1. Beispiel), also
in diesem Falle nach links, angetragen.
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3. Beispiel: 3—(+5)=3—35

a—(+b) =a—b
— i & + L 4 A - + A e ¢

S o =g s v g o +5
1 i q_ I
—(+b)
a-b
Abh, 2.10

Erliuterung zum 3. Beispiel: Wenn von 3 DM Vermégen 5 DM weggenommen
werden sollen, dann wird das Vermogen um diesen Betrag geringer. In diesem Falle
entstehen 2 DM Schulden (3 — 5 = — 2).

Die Subtraktion einer negativen Zahl — (—2) ist schon nicht mehr so leicht
verstandlich. Hierbei ist zu beachten, dal3 der Pfeil (—2) nicht nach links
fwie im 2. Beispiel bei der Addition einer negativen Zahl), sondern infolge
der Subtraktion einer negativen Zahl in enigegengeseizter Richtung, also
in diesemn Falle nach rechts, angetragen werden mub.

4. Beispiel: 6 — (—2)
a— (—b)

=

42
Y

L L Il
—2 =1 0 +1 42 43 +4 +% +§ +7 +%
i

Abb. 2.11

Erlduterung zum 4. Beispiel: Wenn 2 DM Schulden erlassen werden, dann wichst
das Vermégen um diesen Betrag (6 - 2 = B).

Wir schreiben die 4 Beispiele noch einmal untereinander und betrachten
das jeweilige Ergebnis:

1. Beispiel: a 4+ (+8) =a + b
2. Beispiel: a + (—b) = a—1b
3. Beispiel: & — (+8) = a—5b
4. Beispiel: a—{(—b) =a + b

i

Wie aus den vorstehenden Ergebnissen zu ersehen ist, wird bei der Behand-
lung von Additions- und Subtraktionsaufgaben, in denen relative Zahlen
vorkommen, zwischen Rechen- und Vorzeichen kein Unterschied mehr
gemacht. Man kann ja mit Hilfe der Vorzeichenregel
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a) die Vorzeichen in einer Aufgabe mit den Rechenzeichen vereini-
gen, z. B. 6—{+3) =6—3

b) Rechen- und Vorzeichen miteinander vertauschen, z. B.
6 —(+3) =6 + (—3)

¢) jede Subtrakiionsaufgabe als Additionsaufgabe schreiben und
umgekehrt, z. B. .
4—2 =4+ (—2)
44 2=4—(—2)

Ma_n sieht deshalb bei Aufgaben mit relativen Zahlen von dem Unterschied
zwischen Vor- und Rechenzeichen vwnd von dem Unterschied zwischen

Addition und Subtraktion ab und spricht lediglich von einer ,,algebraischen
Summe*‘.

Vorzeichenregel :

Be.im Zusammentreffen gleicher Vor- und Rechenzeichen wird addiert und
bei ungleichen Vor- und Rechenzeichen subtrahiert.

lﬂnzeichen und Vorzeichen ergibt:
- Bt S

+ (+) +

+ ) -

— (+) —

- =) +

Beispiel: (—80) — (—50) = ?
Die Vor- und Rechenzeichen — (—>50) sind gleich; es wird also addiert ( +).
— 80 + 50 = —30

Erliuterung: Horst hat sich von Rolf 80 Pf geborgt. Fir eine Gefalligkeit

glgﬁ.uﬂ;di?lf ihm 50 Pf von seinen Schulden. Es bleiben fiir Horst noch 30 Pf

{(—80) — {—50) = (—30)
80 Pf Schulden — 50 Pf Schulden = 30 Pf Schulden

Beispiel: (—20a) - (—40a) — (—60b) + (—305) —
—20a + 40a + 60b - 306 = 20a + 308
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{)bungsaufgaben:
127. a) (+49) + (+13)  B) {(+6) + (+3) o) (+12) (+4)
328, a) (—17) + (—12)  B) (=76) + (—=93) ¢ (+19) + (—=5)
120, a) (—25) + (F17)  b) (+215) — (+196) ) (+36) = (+12)
130, 2) (414) — (+7) B} (-36) — (=12} &) (+) — D)
= = : = 251) - (+381)
131. a) (+32) + (55) P (—12) + (—6) o) (+25; 4
132, a) (+24.75) + (12.25)  b) (-11,64) + (+1559) ¢} {+76) — (+114)
133. ) (-9%) — (—132;) b) (—1215) — (—41613) <) (+9) —(+5) +(—2)
134, a) (-5a) 4+ (+2¢)  b) (490 + (4358 ) (=TB} & {(—30)
135. a) (—16d) + (-24d)  b) (+50m) — (+38m) <) (+16f) — (--271}

136.2) (+45d) + (—27d) b} (—78v) + (102) ) (—15p) — (-—37p}

3
3 2 5 L) — (+3%)
137, 8) (4230 + (+50) D) (T + (+Eg 9 (468

5 2 __75%5) — {;483-5)
138. a) (—136” + (+25§z) b) ¢ 5 10
1 2
©) (%) — (—2827)

139. a) {+18,55) + (+20,50) D) (—3,14a) + (—.85a)
¢) (—50,84b) — (—28,63b)

140, (47@) — (+3) + (+29) + (+38) — (+40) + (=50
1 1 2 - 1_ - 5];
141. (+1%x) T (3 - (5 — (1) + (2p) — (499

e (+4,96) n (—S,Td) . (——-12.2” _ (__.Q,Bd) — (+3,76) + (__'10,8f)
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2.2.3. Die algebraische Summe; das Rechnen mit Klammern

Beim Rechnen kommen hiufig Aufgaben vor, in denen Summen oder Diffe-
renzeni durch Klammern zusammengefat worden sind, z. B.:

a) 10 + (846) = 24 ©) 10 + (8—6) = 12
b) 10 — (846) = —4 d)10 — (8—6) = 8

Bei der Lisung solcher Aufgaben ist man bemiiht, zunichst die Klammern
aufzuldsen. Wiirden sie einfach weggelassen, so wiren in den Fillen a) und ¢)
die Ergebnisse trotzdem richtig. Hingegen erhalten wir in den Fillen b) und
d), wo vor der Klaminer ein Minuszeichen steht, falsche Ergebnisse, wenn wir
die Rechenzeichen innerhalb der Klammern nicht umdrehen, d. h. plus zu
minus und minus zu plus werden lassen.

Merke:

Steht vor einer in Klammern gesetzten algebraischen Summe ein Minuszei-
chen, so bleibt beim Auflésen (Weglassen) der Klammer das Ergebnis richtig,
wenn die Rechenzeichen innerhalb der Klammer umgekehrt werden.

Wenden wir diese Klammerregel auf das Buchstabenrechnen an, so kann
man schreiben:

a+b+c)=atbt+ec
a—@G+c)=a—b—c¢
a4 (b—e=a+b—c¢
a—(b—c)=a—b+e

Neben den runden Klammern kommen noch die iibergeordneten eckigen
Klammern vor, z. B.

6a + [(3a + 4b) — (3a + 2B)]

Man 1dst zuerst die untergeordneten runden Klammern auf und laBt die
eckigen stehen:

6a 4- [S5a + 4b — 3a — 2b],

dann 15st man die eckigen Klammern auf (natiirlich unter Beachtung der
Klammerregel) :

6a + 5a | 4b — 3a — 2b = 8a + 2b
Wir ergidnzen die Klammerregel wie folgt:

Ist eine algebraische Summe in eckige und runde Klammern gesetzt, so lést

man von innen nach auBien zuerst die runden und dann die eckigen Klammern
auf.

Beispiel: 10a — [64 — (5¢ 4 6a — 4b) — 15b]
10z — [6a — 5¢— 6a + 4b — 13b]
10a — 6a + 5¢ &+ 6a —4b + 15b

o

10a + 5¢ + 11
— 40 —
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Bei der Auflasung von Klammern ist auf die Vorzeichen zu achten.

Beispiel: (4x — 5% + 6z + (87 + 5y — 62) — (- 0% -— 9y -+ 72) = ?

vor der 3. Klammer ein — Zeichen. Wir
e Vorzeichen #ndern sich nicht.
n alle Vorzeichen

Vor der 2. Klammer steht ein + Zeichen,
kénnen die 2. Klammer ohne weiteres weglassen, di
Die 3, Klammer kinnen wir jedoch nur dann weglassen, wen
in der Klammer umgekehrt werden.

4x — 5y + 62 +8x+5y—6z+10x+9y—7.z_

Nun ordnen wir:
4x+8z+10x-—5y+5y+9y+ 6; — 6z — Tz =

—— “—
0 — Tz =

22x o] + 9y
2% + 9y — Tz =

Hioraus wird erschtlich, daft die Buchstabenrechnung pine hedeutende Arbeits-
nr:-p.—.mis. dargtelit, vorallem viele Rechonfohler ausschallet, wuil wir ja erst zuletzt
dis Zohlen einsetzen, Pas gilt besanders bel recht kpmplizgierton Werten fiir x, ¥, 2

asw,, .8, mit Deeimalbrichen oder gewdhnbichen Brachen,

tibungsaufgaben:

143.&)a+2b+3b—|—5a+b b)3a+5a+6b+5a+3b

144.a)6a+2x+3a+5x+a b)lBa+2x—|—4x+11a+7x

145. 5x+y+7x+3y+x+8x+3x+9y

146. Sa+7b+9c+b+7a+c+5b+66+a

147. 5a+7b+8a+3a—-4b+11br—14a+a——6b

148. 3m+7n+5m—7m+6n+8p—5n—81>—3ﬂ

149. 27a + 35b + 495 — 13a + 20b 4+ 24q — 360 — 43b

150. 78m -+ 45n + 73p — 4P — 28n - 53m + 23m — 19p

151. 45%e + 57f — 36e 1 64g — 33f 4 10g + 19/ — 41g

152. a) 3,52 + 6,216 + 4.2¢ + 2,790 by 2,7¢ + 0,6y + 0.Bx — 1,3y

153. a) 0,68x + 545y -+ 3,55y + 2,32« by 5,5¢ — 6,24 — 2,8¢ + 4,64

154. 7.2a — 3,050 + 1,49 + 6,8¢c + 9,42¢ — 18,9¢ + 1,56b

155. 6,75a + 5.3b + 83,7c — 3,786 + 62¢ — 5,552 + 1,480

R

lehrling.de
Ubungsaufgaben:
156.  0,25» + 0,335 4 6,55 4+ 0,93t 4~ 3,67 4 9,5t — 0,17s + 0,48¢
157. 7,92 — 69 + 426 —0,9c —d - 2,32 — 1,7c
158.  33,05c — 19,95¢ — 3,125b — 5,23a + 12,48z + 23,875b
3 1 1
159.a)-b + 22 +1-% b ! ! ’
d = — =
4 4 ) Zy 5:r + 10y * 4-"F
1 s 1
160. a) 3-ax 4+ Geah | !
) 3.n- f.13|3!.| b lgax + SEab b) 8a — 4a — 2&
- 1 1
161. a) 33-a — B-b— 252 ! ! >
3{ 4!‘.' 2350 b) 1653/ — 5§ay — logy
2 2
162.a)1:.;_-f-.!.--4f' +103— > ! ! ! : !
SRR A DIt
i) 4 ] 1
163. - —4-h — 5o + 2- 3 :
f A
1 3
164, 39— — 27—y — !
3x 7‘?; 69» + 85€y
165.
65. a) 5¢ + (8c + 4) bla+ 4+ (2a + 3) c} 206 + (40 — 3¢)
166.a) (@ +b—¢c)— (@ + b— o) b)y7x — (3x + 5)
¢) 58 — (32 — b)
167.a) (@ +b6) — (b + &) —{a—b—¢) b)2a — (2 +b—¢)
ga—(e—b+ ¢
168. a) (@ + b} ~— (# — ¢ + b) bz 4 (a —bd—x)
c)x—{x—a— 1)
169. 2) (m + 4) + (3m + 6)  b) {dx + 2) + (9% + 5)
cy4by + 2— (bxr + z — 2)
170. a) (6a + 11) — (3¢ — 2) b) {4 + 9 + (65— 7)
¢)ax — (bx — 1) — (ax + 1)
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{bungsaufgaben:

171, a) 3ax + & — (¥ — 3ax) b) 4a — (b + a) — (3a + B)

: - (—1— ) 4y
172. 2?' + {— BEy) — 4y
173.a)a+x—(a+b—x)—(x+a)
Wad (p—5—(@+b—+1)
b) 6m — (17m + 12m)

174. a) 116a — (100a — 308)

175. a) 4ax — (& 1 ax) — (ax + a) — (b -+ ax)
b1z 4+ (3—2) — &+ 5)

176. 7a — (3¢ — 6b) — (6@ — 3c) — 3b + (—a + 2¢)

177, 94a 4 (3,52 -+ 7,6b) — (8,5a - 5,3b) — (1,76 — 4a)

178, (9m + 8n + Tp) + (5n — Tp — 3m) — {4m —2p L+ 3m)

179. (4a + 50 +¢) — (32 + 4b — 6c) -— (—5a — Bb 4 ¢}
180. 5a + [fc — (26 — 3b)] — 4 —a + b)
181, (r+9 + E——r+y—a]

182. (r—z+ 9 —I[y +——4]

183, (8m — 5p) — (2m — 3n — 4p) + [(3p — 2n} — (4m + )]

184, 7e— [Be— (7 + SN] + [e— (+ — 6] — (2¢ + 7f)
185. (8a + b) — [(3a — 2b) — {5a + 3B)] — {—a + 6b)

186,  [(2a — 5b) — (7a — 3b)] — [(3a — 5b) — (8a + 7b)]

187. (24a | 37b — 19¢) — [(43a + 29%) — (32a + 116 — 210)]

188,  104x — [{64y + 202) + (52¢ — 652)] — (172 — 76y)

180,  [112x — (45y — 532)] — [{Blx — G4y} — 21z]

— 53 —
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Ubungsaufgaben:
190, 44x — [22y — (32 —4x)] + [y — (332 — 222)] — (x — z + ¥)
191, 182 — [(14a — 8b +- 2¢) — (8a + 126 — 3¢)]

192 e +b) +[b—a)—(e—8]—(a— (b +a)

193.  24a — [(13a — 8b + 2¢) — (9a + 12b — 3¢)]

194 [(4a — 36} — 22] — [(3¢ -+ 48) — (4¢-—a + b)]

195, 247 — (65 — 5¢) — [7s — (6 + 58) — (— 47 + 35} — O]
196.  35p — [197 — (3p — 79) + 8p] — [9p — (— 5p + 3¢) + Tq]
197 @ +8) + [(b—a) — (& —b)] —[a— (b + a)]

198.  37a + (22b — (17¢ + 12b — 11a) + 25¢] — [18a — (7b — 3¢)]
199.

[3u— (182 4 54)] — [3u + (18w —-50)] + [{w—3v) 4 (18u —w)]

2.2.4. Addition und Subtraktion von Briichen
Wir wenden nunmehr die Bruchregeln auf das Buchstabenrechnen an:

a) Gleichnamige Briiche werden bekanntlich addiert oder subtrahiert,

indem man die Zihler addiert oder subtrahiert. Der Nenner bleibt un-
verindert,

Beisnicl a+b+c d a+1+c d a+¢+d
eispiele:r — L — 4~ 4 - — = B 8
spie 5 5 b+b z b+b

—— 5 v
8bd 3bd 2bd 8bd + 3bd — 264 Obd "
36 "3 3 T ETI

Wenn im Zihler eines Bruches cine Summe und auBerdem ein Minus-

zeichen vor dem Bruchstrich stehen, dann muB der Bruchstrich durch
eine Klammer ersetzt werden,

- a—A #—— i h—l:..‘l—-.!‘.' | a—b—a-t+b+tc &
Beispiel: — = —=

ol i d F, = __E_

b) Ungleichnamige Briiche werden addiert oder subtrahiert, indem man
die Briiche zuerst gleichnamig macht und dann die Zihler addiert oder
subtrahiert und den gemeinsamen Nenner beibehilt,

b d
—+—=2
< e

a
Beispiel: " +
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Zunichst suchen wir den Haupinenner, Dieser heilit bce. Die Briche werden
erweitert, indem man Zihler und Nenner mit dem Hauptnenner, jedoch ohne
den Nenner des betreffenden Bruches, multipliziert. Der Wert des einzelnen
Bruches dndert sich dadurch nicht.

a+ce b-be d-bc ace + b2e +bcd _ace—l-b?e—z—bsd

b ce c-be e-bc bee bee bee fee

TRei der Addition und Subtraktion von Briichen mit gleichem Nenner kann
man die Zihler auf einen durchgehenden Bruchstrich schreiben.

Ubungsaufgaben:
T a b b)x ¥ )c ¢ d)ll 3 )5a+b
La) ——— -—= ¢ —— - —-a— —a e) — + —
) 2 3 4 5 2 3 2 5 7 7
7b 3 3x 4x 8n in Za a
201.a) — — — ) —— — —_——— —_ -
4 5 15 9 18 3 3
P Om 4m 02+ 2a @ ) x ¥y n z
a —_— i — - p— - — —_—— —_—
5 * LI 0 10 10
4g Ba 10a 3a Sa Ta 8¢ 7x 11z 4x
203. 8) — + - — — e s Bl L
9 9 9 4 4 4 15 15 15 15
ot 2 b) “a 11m  9m  4m
a) - = —— — crly | c — —
n l 5 3a 3a 3a
8b 1lla 115 3 5 4a 3a
205.8) o o B — 9
Ox 9x Ox an b 5b 45
78 X+ ¥ —y x -+ ¥ xr — ¥y
206 —_ —_— b
2 5 s 20y ) 2 + 2 € m T m
+ x 1 1 Sax 3ax Tax
2072 F 2 T g = O — e
2 5720 15 Gby  Bby  16by
ix S 2y e | b a 5b
208. a) — o S P ) o= e—e -
W 9y 3y 13y i 3 6
200. ) x ¥ X v By 6x 3y - 13 Ty ) 5% i x  Z2x
L A) = — i —— —_— = — —— = c] — B —
79 8 72 7 5 42 30 6 "9 3
210 )]in 3.1+.hl ] 2a 3b a+b
A e P ——— — = —
1z B3 "3 5 6 10

hrling.de

Ubungsaufgaben:
211.a)f+g—i+i R Lz 4,0
176 20 "3 bt 9atm Y375
212.&)4—x+3—x E‘_ﬂ )i_L sz
% | 5nm PR 5% 10x 26 3b
2a 3a 85 5b
2139 2%y 22 GE, 2 2 4,2
5x Bx 3a Za )yz+xz+xy d);+5+1
13¢ — —
r1g B e 2a—% a4+ 2
4z 3z 3 ’ 3
215. a) 22 + 3b _ e + 2b s 7_a — Sb_Za — 3 ; Oa 7a S5a
a+b a+ b 5 5 Y% T T
8 5% 6 4
6. — 2 ¥ gty FAE
a a a xr—y ¥ — ¥ 2y
S5 + b 3a + 5b
217. a) — TR AL —°
3 T S L
28,0 2 F Y 4 o=t 2dlb = -y
2y 2x 5x Iy 6y
219.;1)4—25 a 4+ 3b b)Zx—Sﬁ_x—Za
2y Gy 3x 2x
P e e e N e ML e gl .t
4y 6y s 12+ PR
1 1 1 2 3 5
221.a) — + -+ — bB-4>.7
ab ac + be ) x = ¥y z
1 2 1 1 N
222, 1-x — = — 2
zx [4§y (3 22y) — lgx} — by
223 (1,58 — 2,68) — 4.2y + 3.4b)] — [(1,4x + 3,6b) — (4.5 — 2,8y)]
1 2 1 1
224, 3=z —[4a— — 3—a) —
22’ [: 3 (2« 32&) ng]
3 1 24 24
225, (1520 — (10—b — 6—a)] — [Tz — (10 3
. = 2ot — [155a — (102 b — 1520)]
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2.3. Multiplikation

Die aus drei gleichen Summanden bestehende Summle 2 + 2 + 2 kann
abgekiirzt 3 * 2 geschrieben werden. Der eine Faktor gibt an, wievielmal der
andere als Summand zu setzen ist. - _

Die Multiplikation ist eine Abkiirzung der Addition gleicher Summanden.
Auch hier kann man die Zahlengerade zur bildlichen Darstellung benutzen.

1. Beispiel:

Die Strecke {12} soll dreimal addiert werden:

b —— (+2) + (+2) £ (+2) = +6

07 2 3 4 56 7 +2 + 2 + =+
|_..|_..{__.| oder +3 - (42) = 46
+e +r2 ' 2

Abb. 2.12

Wenn ein Guthaben dreimal hinzugefiigt wird, dann wichst das Vermdgen
{die Pfeile nach rechts antragen).

2. Beispiel:
Die Strecke (--2) soll dreimal subtrahiert werden:
e ————+—— —(+2) — (4+2) — (+2) = -6
76 85 4 3 2170 —2— 2— 2 =—56
|-Q——|~—|-<———l ader —3 - {+2) =—6
—(r2) —(rd) (e
Abb. 2.13

Wenn ein bestimmter Geldbetrag dreimal abgezogen wird, dann entstehen Schulden
{die Pfeile nach links antragen).

3. Beispiel:
Die Sirecke (—2) soll dreimal addiert werden:
- (—2) + (—2) + (—2) = —6
76 543210 —2 - 2 - 2=—6
|_-._—_.2 I‘——_2 i‘_—-l-z oler +3 - (—2) =-—56
Abb. 2.14

Wenn ein Schuldbetrag dreimal hinzugefigt wird, dann wachsen die Schulden
.(die Pfeile nach links antragen).

4. Beispiel:
Die Strecke (—2) soll dreimal subtrahiert werden:

i i i 1 L L i I . — (__2) — (_2) - (_2) = ig
LI ! ¥ X L] L] ¥ L + 2 + 2 + 2 _
072349 567 ”drr 2t s

~(r2)' E2) " -2
Abb, 2.15
Wenn ein Schuldbetrag dreimal abgezogen wird, dann wichst das Vermogen
(die Pfeile nach rechts antragen).
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2.3.1. Vorzeichenregel bei der Multiplikation

Wir schreiben die 4 Beispiele noch einmal untereinander und betrachten
das jeweilige Ergebnis:

1. Beispiel +3-(4+2) = +6 +a - (+8) = +ab
2. Beispiel —3 - (+2) = —6 —a - {+b) = —ab
3. Beispiel 43 - (—2) = —6 +a - (—b) = —ab
4. Beispiel —3 ¢ (—2) = +6 —a * (—b) = +ab

Vorstehende Resultate ergeben die folgende Vorzeichenregel:
Das Produkt zweier Zahlen mit gleichen Vorzeichen ist positiv, das Produkt
zweier Zahlen mit ungleichen Vorzeichen ist negativ.

+ o+ =+
+-

|
)
|

Merke:

In einem Produkt diirfen die Faktoren miteinander vertauscht werden.
Esist4-3 =3-4

- Bildlich kann man das Produkt 3 - 4 durch Punkte

darstellen, die man in 4 Reihen mit je 3 Punktien

zu einem Rechteck anordnet. Diese Punktanord-
nung stellt sich von der kurzen Rechteckseite

:'"_*.'"‘_| betrachtet in 3 Reihen zu 4 Punkten dar.
Abb. 2.16 Allgemein gilt; 3- : = 4; +3
_— a*b=5b-a

Bei einem Produkt von mehreren Faktoren ist die Reihenfolge fiir das Ergeb-
nis gleichgiiltig, z. B.

3:6:8=8-3:6=6-8+3 oder
a*b-c=c¢c-a-b=b-¢c-a

Das Multiplikationszeichen ist der Punkt. Er kann vor allgemeinen Zahlen
und vor oder nach einer Klammer fehlen (54 bedeutet 5 * a; abc bedeutet
a-b-¢;3(m + u) bedeutet 3 - (m + 7).

Bei der Multiplikation von allgemeinen Zahlen werden die Beizahlen und
Buchstaben fiir sich multipliziert.

Beispiel: 3z « 56+ 2c = 3+ 5+« 2 abc = 30 abe

— K7 —
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2.3.2. Multiplikation von Klammerausdriicken

a) Wenn die Zahl 235 mit 3 multipliziert werden soll (235 - 3 = 703), -da,nn
kann man die Zahl 235 in die Summe 200 + 30 + 5 zerlegen und jeden
Summanden mit 3 multiplizieren.

(200+30+5)-3:200-3+30-3+5-3:705

b) Bei der gleichen Aufgabe kann man aber auch die Zahl 235 als Differenz
von 250 — 15 betrachten.

(250——15)-3=250-3——15-3=750—455705

Merke:

Zu a) Man multipliziert eine Summe mit einer Zahl, indem Ilnan jeden Sum-
manden einzeln multipliziert und die Teilprodukte addiert.

Beispiel: {a 4+ b) n = an + bn
Zu b) Man multipliziert eine Differenz mit einer Zahl, indem man den

Minuenden und den Subtrahenden einzeln multipliziert und vom ersten
Teilprodukt das zweite subtrahiert.

Beispiel: (@ — b} # = an — bn

Eine Veranschaulichung ist in den beiden Rechtecken gegeben, dessen
Seiten die MaBzahlen @, b und # enthalten (vgl. hierzu Abb. 2.17).

Zua): (@ +b)n =oan + bn Zub): (@ —b) n = an — bn

(E—. — I S —
an bn | < (a-b)n bn | =
—_——li‘* I — .-l——"-.b——-lll--—#--1
Abb. 2.17
Beispiele:

4 (@t b) =4a | 4
Tla+ b +d= Ta+ T +7c
50— 4 +e 5¢ — 5d + 5e

6 (32 -+ 2b) = 1Ba 4 12&
11 (5 — 2y + 3z) = 55¢ — 22y + 33z

==
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Jeder Teil in der Klammer ist mit dem Faltor vor (oder hinter} der Klammer zu
multiplizieren, Um sich von der Richtigkeit ciner Aufgabe zu iiberzeugen, kann
man fiir die Buchstaben a, b, ¢ usw. einen bestimmten Wert einsetzen und dann
zur Probe nachrechnen, ob alles stimmt. So sotzen wir vielleicht im ersten Beispiel
flira = 6 und » = 4 cin. Die Ergebnisse miissen auf beiden Seiten gleich groB sein.

4(a +b) = 4a + 4b
406 14)=4:6+4-4
4(10) = 24 -+ 16

40 = 40

Statt mit einer bestimmten Zahl vor der Klammer, kann man auch mit einer all-
gemeinen Zahl, d. h. mit einem Buchstaben multiplizieren:

Beispiele: % (@ 4 b) = na 4 nb
2m(a + b + ¢) = 2ma + Zmb -} 2me
x(6—d + &) = xc— zd + xe
¥y (3a + 2b} = 3ay + 2by
2a (58 — 2y + 32) = 10ax — 4ay -|- 6az
Es ist immer darauf zu achten, dal jedes einzelne Glied in der Klammer bei der

Multiplikation bericksichtigt wird. Ist jedoch keine Klammer vorhanden, so ist
nur die Zahl mit dem Faktor zu multiplizieren, bei dem er steht.

Unterscheiden Sia
(@ + b4+ 18)12 = 122 4 12h - 12 - 18
a+ b4 1812 =a + b+ 18-12
(@ +5 4+ 18) ¢ = ac - bc + 18¢
a4+ b + 18¢ a4+ b4 18¢

I

Multiplikation von zwei Klammerausdriicken:

Wenn 36 mit 23 multipliziert werden soll, dann kann man dafiir z. B. auch
zwei Summen miteinander multiplizieren.

(30 -+ 6) - (20 + 3)
Die Klammer (30 4 6) ist 20 4+ 3 mal als Summand zu setzen. Das geschieht,

indem man {30 + 6) zuerst mit 20 und dann mit 3 multipliziert und die
Produkte addiert.

{30 + 6) - (20 + 3} == (30 + 6) - 20 + (30 + 6) - 3

=30-20 4620 430-34+6+3
= 828 oder

(@ -+ 8) (o + )

@+b-ct(@+b-d
ac + bc + ad + bd

I
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Merke:

Summen werden miteinander multipliziert, indem man jedes Glied der
einen Klammer mit jedem Glied der anderen Klammer multipliziert. Dabei
ist immer auf das Vorzeichen der Glieder zu achten.

Beispiel: {(a + 4) (b + ¢

Wir miissen also den Buchstaben a der ersten Klammer mit & und ¢ der zweiten
and die Zahl 4 ebenfalls mit b und ¢ der zweiten Klammer multiplizieren.

R 7
|“’1_l
@+ 4 (b+c)=ab+ac+4b+ 4

]

Beispiele: (@ +b) (¢ +d) = ac + ad + be + bd
(5a -+ 2b) (6 — ) = 5a -6 — 5ax -+ 2b-6-— 2bx
= 30a — Sax -+ 12b — 2bx

Die Richtigkeit dieser Rechnung soll mit folgendem Beispiel noch deutlicher ge-
macht werden:

Bekanntlich ist 6 - 8 = 48

Die beiden Faktoren 6 und 8 sollen durch Klammerausdriicke ersetzt werden, z B.
(4 + 2) (10— 2) —4-10—4-2+4+2-10—2-2
= 40 — B + 20 — 4

= 48

oder (9—-3)(10-—2)=9-10—9-2——3-10+3-2
— 90— 18— 30 + 6
= 48

Durch die gleichen Ergebnise ist din Hichtighoit der Rechnung bewiesen.

Erfahrungsgemii8 macht dia Multipliaieren mit negativem (—) Vorzeichen dem
Andinger einlge Schwlerigkeiten: Man denle steis an die Vorzeichenregel:

4 k=4
_— e = —
=

— 80 —
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Beispiele: (g —b) (¢c—d) = ac—ad—be -+ bd
(—a +b) (—d) = —ac + ad + bc — bd
(—a + b {—c+d = a—ad—bc + bd
(—a—b) (644 =—ac—ad-—bc—bd

(—a—b) (~—¢c—d)= ac + ad + bc } bd

Nun noch einige gréfere Aufgaben mit Klammern:
mitnp4+r—rv)—alb—e =m+np +nr—nv—ab + ac

Die Klammer féllt weg; jede Grale in d i

! ; er Kia i
%(;}-dt.a: h{n:er) dgr Klammer multipliziert, also -{-nn-mr; v?—rf: -m-il-tr dj—n:; Faktz? I'u;’Ol'
Veiter ist zu eachten, daB bei—vor d : . 2o o
sind, sobald die Klammer weggelassen wi:::i. Aiammer alle Ygracichen ymzukehren

Beispiel:

(3¢ —b +¢)d-— (4a + 2b—c) f + (8a + 5b — 6¢) d + 40ad — 30ed —
3ad — bd + cd — (4af 4 2bf — ¢f) + Sad -+ 5bd — Ged + 40ad — 30cd —
3ad — bd + cd — 4af — 2bf - ¢f  Sad + 5bd — 6cd + 40ad — 30cd
3ad | 8ad + 40ad — bd + 5bd + cd — 6cd — 30cd — 4af — 2bf + ¢
5lad + 4bd — 35¢d — daf — 2bf + ¢f !

I

Man kann zuerst die Klammer mi i
; it dem — Vorzeichen stehenlass a
. . - m en "
nur die Multiplikation ausfithren; oder man kann auch (wie im néchsr;gnzg?s;hiseil:

gezeigt) multiplizi i iti : : !
kehregn.) plizieren und gleichzeitig beim Niederschreiben alle Vorzeichen um-

afm—n - p)—bn—m+P) +ec(mfn—p =
am-—an + ap—bn + bm —bp + cm 4 on — cp

Ubungsaufgaben:

226. a) (+4) - (+17) b} (—9) - {+6) <) (+18) - (—5)

227.3) (—12) + (—10)  b) (+a) - (+B) <) (—m) - (+n)

228.2) (+o) - (—d} by (—=x) - (—3) o) (+8x) - (—7) d) (—9) - (6b)
229.a) (—44) -6 b)(@a—b+6) -5 ¢ 5-(4x + 5

230.2)7 (22— 3b + 8)  b) 4b- {m — 3n L+ 6)

231, (—35x — 10y + 32} + (—5)

1 3
232. A a
a) (@ —2) 7z b) (z + E) 9 7142 €) (3 -+ g) * Sax
—_—g1 —



Ubungsaufgaben:
3 1 i1 )
5| - —-a—=b + ) (—6)
233. a) (Za + zb) 127 b (za P e

1 2 .
234, a) (ax* + 62 + ¢} - (—4) b (—x——f+3)'5x

x

a b @ ab x
o) = b) {as* -+ bx) -
235. a) (b+c+a) p ) 2

2 3 3 1 (1 1 1).”3'_
iy = b) |-+ -—-
236.a)(x. x+4) ( 3x) ) 2ty 2

237. a) (4xy — at | 2x) (— azxz) b) (— a + 3b — 5¢) * (— 7ad)

238. 3-(a+b) +5-(a—b—6-(a+b—(a—78

202 ) (x + - x+ 4 BE—T F+4

240.a) (3a + 2b) - m +m) b (4% + 5) - (@m + 1)

241.2) (Sa + 7b) - (22 + 3b) by (@ +b) - (a+b)

242.3) (a—b) - (a—b) bla+td-@a—b oE+D-x—4
243.2) (32 4+ 2b) - (m-—m)  b) (42— 5) - (2m 4+ 1)

244.2) (Sa — 7b) - (2a + 3b) D) (ex — 7) - (5x —4)

245. a) (3@ + 5b) - (7c + 84) by (11m -— 12n) - (13p + 7g)

246. a) (92 — 5b) - (Sa + 7b) b} (12a + 14b) - (92 — 5b)

247, a) (3r + 5) - (155 — 25y)  b) (8m — 11n) - (16m + 22u)
248.a) (w + 7} - (v 4 4) b)xr—7N x—4 Abr+1-y+1
249, 0) 3xr — 4) - (2x + 5)  b) (6,25a + 1,3b) - (4a — 5B}

250. a) (Bx — 1,7) - (2,5 — 6)  b) (21z — 17y) - (23u + 15v)

251. a) (17p — 23q) - (14r — 8a)  b) (17a + 8%} - (152 + 3%)

— B2 —
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Ubungsaufgaben:

252. a) (250 — 113) - (132 — 6b) L) (36p — 15g) - (43p — 12g)

253,  (25p + 24q) - (44p + 75q)

254, (6a + 3b — 5¢) Tx — [(5a — 4b + 5¢) - 24]

255. a) (62 — 7b) - (—dc + 5d)  b) (—2b -+ T6) - (52— 7)

256.2) (— 5% + 3y 4+ 102} ' (— 5+ 2)  b)(a— 65— 4} - (-7 + b)
257.2) (ax® + bx +2) - (aby —2) D) (ax + 2} - (—z + a) 4%
258.a)(@+5)-{a-—~5 by {x4+1)(z—1) ¢ (9r—25) (9 + 25
259.  {(5a -+ 7b) - (52 — 7b)

260.a) (@ +b) - (@—B8)-{a+b byla—b+c-(a+b—o

261. 3a-56— (Ta—4) — (4b + a) - (b — a)

262.  9ab®--7ab - {—a - 3b — 5¢) — (4a% | 358bc)

2.3.3. Ausklammern gemeinsamer Faktoren

Vielfach ist zur Losung algebraischer Auigaben bzw. zur Umstellung von
Formeln das Herausziehen von gemeinsamen Faktoren aus Klammeraus-
driicken vorteilhaft anzuwenden. Wir nennen diesen Rechenvorgang ,,Aus-
klammern*. Wihlen wir ein einfaches Beispiel:

(8) + {6) = 14
Wir konnen die Summanden jetzt wie folgt zerlegen:

(2-49 + (23 =14
und stellen dabei fest, daB in jedem Klammerausdruck der Faktor 2
enthalten ist. Diesen gemeinsamen Faktor kénnen wir ausklammern, d. h.

vor die Klammer zichen:

2:(443)=2-7=14

Der gleiche Rechnungsgang 146t sich bei den allgemeinen Zahlen anwenden.

— 63 —
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Bei der Aufgabe (@-8) + (a-e)

ist ,,a** der gemeinsame Faktor, den wir ausklammern kénnen:

a - (b +09
Wenden wir zur Probe die Regel fiir das Multiplizieren von Klammer-
ausdriicken an, so ergibt sich wieder:

a*(b3-c) =ab+ a

Merke:

Enthalten die einzelnen Glieder eines mehrgliedrigen Ausdruckes einen
gemeinsamen Faktor, so kann man diesen Faktor vor die Klammer ziehen.

In einer Aufgabe mit vielen Gliedern haben meistens nur einige Glieder je
einen gemeinsamen Faktor.

22

i

Beispiel: @+ ®+ 9+ 06
Zerlegen wir die einzelnen Glieder in Faktoren, so ergibt sich:

2-1) +(2-4 +(3-3)+(3 -1) =22
Wir erkennen, daB die beiden ersten Glieder den gemeinsamen Faktor L2, das
dritte und vierte Glied den gemeinsamen Faktor ,,3*' enthalten.
Somit kénnen wir diese Faktoren ausklammern:

21 +4) +3-3-+1) =2-543-4 =22

Auf allgemeine Zahlen angewendet:

6% +bx +yz +wr=x-(8 +b) +:z-(y + v}

Bei Anwendung des Ausklammer-Vorganges sollte man die Aufgabe zuerst
ordnen und dann das Ausklammern vornehmen.

Beispiel: 4an + 3bc + 8ax 4 6by =
4agn + 8ax + 3bc + 6by = (ordnen!)
4a (n + 2x) + 3b (¢ + 2y) (ausklammernf)

Bei der Lésung der Aufgabe
ar —2a— by 4+ 2b=a(x —2)—b{x-—2)

zeigt es sich, daB im Ergebnis erneut ein gemeinsamer Faktor , (¥ — 2)*
enthalten ist, der wieder ausgeklammert werden kann. Also

alx—2)—0bx—2)=(a—b+(x—2)

— B —
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Beispiele:

a) 18¢ — ma 4 18c — m¢ =
18a + 18¢ — ma — mc (ordnen 1}
18 (@ 4 6) —m (a -+ ¢) = (ausklammern 13}

(18 — m) « (a + ¢)

(nochmals ausklammern )

b) 8ax — 10bx —- 20ay + 25by + 1Z2az — 15bz7 —
8ax — 20ay + 12az — 10bx -+ 25by — 1567 — {ordnen!)
4a - (2% — 5y + 32) — 50 - (2x — S5y + 35 = (ausklammern!)
(42 — 3b) - (2x — 5y + 34) (nochmals
ausklammern !)

Ubungsaufgaben:

263.a)8-3+8-7—8.5 b) 7a + 78 ) ix + 7
264. a) 124* — 9ab b} Bax + 204%

265.a) 7a + 7 b) 3x — 3y ¢) ab + ax d} na— px
266. a) a® — g b} 22 - »

267. a} ax — bx - dx b) 2ay + 3by — cy c)ab + ax — ad

268.a) ax — px + ¥y — x b) 15ab — 252 | bx
269. a) ab 4 be — 56 + b — 2bc b)xz—2z + az + 2z + 22z
270.a) 3z (x —3) — 56 (x —3) Db b(xr—y) — (x —y)

271. a) ax + dx —ox —ay — dy + oy
b) #p — up — mg — ur + wmr + mp-—ng + ug - nr

272, 3a? + Gab — ac — 2bc
273. (a—b)- (3x —29) + (@ —5) - {4x — 7y)
274, 12up — 15uw — 24v* + 30vw

275, 36uv — 63v? — 32u - 56v

— G5 —
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{bungsaufgaben:

276.  48ac -+ 12ad + 56bc + 14bd

277 2dyy — 8y + 3x —1

278 6x? — Sxy 4 12xz — 9% + 12y — 182

279, a) 12* — 9ab  b) Bax b 204% ) 25ab —56* ) 18ap — O
o) Bxy — 2y

280, a) 3a — Gab b) 6ax — 4ay — 9zv -+ Ozy + 15x¢c — 10cy

c) n? — m*

L) x? — 2xp 4 P*

byoyr +6y +1 ¢ at—1

2.3.4. Multiplikation von Briichen

Wir wenden die bekannten Bruchregeln beim Buchstabenrechnen an:

Beispiele:

5a a anw
aj—+5 = — 1) — m o= —
b b # #
a E Zx
cj—+ 8 — Ba d— -2z = —
b ¥ y
a m an ) am dc adc
g)=r— = — —_—— =
) " bn nb m nh
Ubungsaufgaben:
1 2 x 1
283, 4y b - - Bya-— o fr- A pl-z
¥ z 2 2
4x 1 x b
284, a) 2t + — 15 4x-£z c) 2=z d) 4ax--5
3% Tm 5x a =x
285. a) - 20m b) 3m c) 4ab - ——— d} - -
Sym On 16by by

hrling.de

Ubungsaufzaben:
286, 2) & 7 0 %D o 128 154 NEED O
t a S 9a 55 4b In 36n
x b 2
287. a) — + — w2 gi.t g Pls
x a 3 2 a 2 2
1 :
288.a)2T1-—T Wls gy ot B8 dar O
4 2 4 5z 1 3 x
289, a) (f_!) mo by S
5 H 9y Tx 3 5 8
200 0=+ - (v +y) boa-se-e b te.F
6 z ¥
291 a) fﬁj_’)-m =29 im Sr—3 3x 47
9 & i 7 ' T 5

a b
1
24}
a
2a — 7b 4+ 3¢
"

b 3 2 1
) (Za—'s'b + gc) (4 12x)

b
296. a} ——1)-(1+—) b)(ax+bx+c).i
a x
@ — &
297. a) 20—y by Gaxr 4o — 5.2
4+ 4c¢ x
m+n a—>b a + x
208 a) = . baa- (5 Lea-(2_0
& + ¥ m - n 5 4 4 3
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Ubungsaufgaben:

3(a——b).4(‘ﬂ + &}
n4x 12 (e — b)

3z 2 a 3b .(ﬁ 39)
I S M T Y

209, a)

2 x 7x 2x
e — b 1 (4u Sb)
- 2a +b) - (= —=
300. a) v L Ui
— b (4a Sb)
301. a) (- + —n—y—) smx b) 20 b\

2.4. Division

Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation,

Die Regel ergibt sich unmittelbar durch Umkehrung des Satzes iiber
die Multiplikation.

Das Rechenzeichen bei der Division ist der Doppelpunkt :. Es ist abelr auch
{iblich, die Division in Bruchform darzustellen: das gilt besonders bei allge-
meinen Zahlen.

= C

a
20 15 = 4 ader 25_0=4- oder -E

Dividend und Divisor (Zihler und Nenner) darf man nicht vertauschen,
sonst erhalt man den Kehrwert (reziproken Wert) des Bruches.

b
a2 15t nicht —
b a
Merke:

Bei der Division relativer Zahlen gilt hinsichtlich der Vorzeichen dasselbe
wie bei der Multiplikation.

+ 14 =+ (+a) : {+8) = + (a1 b)

4= == (+a) : (—b) = —(a:b)

_—t e = — i._ﬂ}:(+b)=_(ali)

B (—a) 1 {(—b) =+ (s :d)
— 688 —
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2.4.1. Division von Briichen

Wir erinnern uns an folgende Regel aus der Bruchrechnung: Ein Bruch wird
durch eine Zahl dividiert, indem man den Nenner mit der Zahl multipliziert.

Beispiele:

ER)
S
Il

Ubungsaufgaben:

8a 4 12ab :
302.8) — : 12 b)f a2 4a g

a -
S5¢ Bw
Tx 4y
ma - mb 8a 55
303. 2) o D (4 4B b)-iss—
x—y xy

Eine ganze Zahl oder ein Bruch wird durch einen Bruch (Divisor} dividiert,
indem man mit seinem reziproken Wert multipliziert,

L 21 24 a ¢ ad
Beispiele: a) — = e oder - == —
3 4 3.1 b 4 b

3 4 b
b) 2:i-=2-- oder a'.—=a-E
4 3 7 &

2.4.2. Division einer mehrgliedrigen Grofe durch eine Zahl

Wenn die Zahl 192 durch 3 dividiert werden soll, dann kann man die Zahl 192
in 150 - 30 + 12 zerlegen und jeden Summanden durch 3 dividieren.

150 +_30 +12 150 36 12

Allgemein ist demzufolge:
a+b ¢ a b @
—_ = = + =
d d d 4
Entsprechend ergibt sich:
a—b ¢ a b ¢
a2 T ata

Merke:

Eine mehrgliedrige GriBe wird durch eine Zahl dividiert, indem man jedes
Glied durch die Zahl dividiert und die Quotienten addiert,

— 89 —



TDetrachten wir diesen Rechenvorgang riickwidrts, so ergibt sich: Gleich-
namige Briiche werden vereinigt, indem man die Zihler auf einem gemein-
samen Bruchstrich addiert oder subtrahiert und unter dem Bruchstrich den
gemeinsamen Nenner angibt.

a b € a—b + ¢
Beispiel: — — — S ——

P22 a d

Ungleichnamige Briiche kénnen nicht ohne weiteres vereinigt werden. Man
muB sie gleichnamig machen, d, h. sie so erweitern, daB sie den gleichen
Nenner erhalten.

fernmeld

.2 1 2-2 1-3 4+3 7
Beispiel: - + - = —— + —— = = — oilelt
3 2 3:2 2-3 3-2 6
a " ¢ a-d 4 ¢ b ad - ¢b
b ' d b-d d-b  bd
Ubungsauigaben:
304.a) 9a : 3 b) 8x i x cya-b:b dya-16:8
125 8b¢ 36acd ax
305, a) b) — c) dy —
4h e el bx
2 ax
306, a)a 1~  bybd:-— cj ab dy 2ax : -
x
1 1 4x ax 1
307. a) 4=by - a® b) 2- ; — c) 5b 1 — dy 4x 2 —
2 21 2 b X
a 2=z 2az @ abx bx ax
308, ) — 1 — ) D ) —— 1 — dy — : —
¥ 6 x 2 z a 2 2
1 1 Sx 2ar 1 at
309. ) l-ax | 2-ba by 8- 1 — o) — 1 — dy — 1 —
2 4 2 4 2 4 x
3 a a a
310, O ¢ - b)a - c) 5a - d) a? 1 -
@ x b b
12ax 20ab nx 7
311, a) 9v : b) 8a c) 15m 1 — d) 18p - —
63 3x Y 5x
a A a a a
312.a) - : - by == ) — - d) -+ —
X & b ox a 3b
7a 5a 2 8 6n Ga 8% 4a
313, a) - 1 — by — @ — c) — 1 — - hel—
379 55 3x 5p° 5b 9 3b
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Ubungsaulgaben:

16ad 8be

314, a) —
9vy  15x

Sax 2
3i15.a) ——: —x
3b 3

Jab 1
316, a) — : F-at
Sx &

18
317, a) 1=ab : -
2 9%

1 1
318. a) 1-ab : 2-a
Z 4

322, a) {ax — bx)

1 1
324. a) 4 :(E—a

319. a) (8a? + 20abd) : (+ 4a)
320. a) (28a%— 20a? 4 32a) : (— 4a)

321. a) (27a% — 63ab?) : (— Oab)

325 a) {ax — bx) : (@ — b)

T T Bar 20a 9ax 15x
3] ] ——t B —— d) — : —
Shp 1Ghy Ohd 215 8by 1oy
futh 3 Y | 8 1
by — 2 b ) e Ty i —ij—} D 5—y
¢ 4 mp 1 3a 3
Dax 1 RESY | 10ab 1
b — I Ji—= & 1% ) — —b
T 10p " 72 gy '3
1 3z 1 Br 1 3
b} 2=y 71— o) day o — d) 7-ax :—x
4 Tfa 5 54 2 dy

b} 31a le )33 12 !
—~ax 12— c) 3—xy ;1= d) 8ay : 1-
5 2 7 W 3y ) Bay 14(:

b) (25 mn — 40n? . (— 3u)
D) (354" — 14x%y — 40xy% : (— 7x)

D) (— 72x%? 4 60127 : (— 12x%7

b)(3x—5x+6);%x C)(gx—'“)ij:

L) (3.5 —f—z?x) :; c) (abﬁé):

OS] I~

1 1 2
b} Gx : (7 +- b) c) 13bx - (S—b + 3 — —b)
x 2 5

b) {am -+ m) : (o + 1)

326. a) (22 — 10} : (@ — 5) b) (7« - 14) . (2 +~ &)
12a Sab
327.a) — 1 3a b)ai::'mb c}?ﬂ:%:&
5x Dy 4be 8¢ 2B
144 abx 3a 1
328, a) wa s GBr A,
3¢ 2y 5
13a — Qab 13a* — P
329, a) ———— : 3 b . b 1 3a c) 1———~5a e da
4n 4n 4n '
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Ubungsaufgaben:

ax
330. a) —
a—

331. a)

c)

332, a)

333.
334.
335.
336.

337.

33

O

a)

339 a)

340. a)

341. a)

x

+ :
a + &

bx
A I CA R b)a+b

12(x +3) 8 —1
%a + B 3 (a + b)

Gax 4ac
6b + 2v 3b + x
4abc 9{s + b a-c

3+ 6alr+ 3y
4(a,—b)'7x(a—b)

3ux 15nx
3ax — Say
25a + 200 : (Sa - 4b) by : (3bx — 35y)
Sa — 4b b

(ax - a-—bx —Db) : (a—8)
(@b +ay —bx —xy) : (@ — 1)
(mx — nx —my v} (m—n)

(l0ay + 8ay — 25bx — 20by) : (5x + 4y}

(bax — 9ay — 4bx + 6by — 2ex + 3oy) : (2x — 3y)

32 @ 8x  Oxy (f_ﬁi)
(7+E):26 b) (3—7)6" c) 37 38 § @

12a 24a am + an ax -+ ay o ax + bx o ay
5% 5% i ’ x ax
ax + ¢y x 4 h¥ ) a | & a— b
T = -h-_ x + ¥ e ¥
1 i i = b E - E
sty e TG N
11 7 mak 1+a
a b b
4a a 2ax 3ax (3a an o i)
9 4 P e y 6y
b ( A—
Ta ) 1lab 2x (i 4-_a)
¥ \2b 3b

ay + by

ay
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2.5. Kiirzen und Erweitern von Briichen

a) Kiirzen :

Kiirzen von Briichen heifit Zihler und Nenner durch dieselbe Zahl divi-
dieren.

i abc
Beispiele: —— = ac
24 be 4h
6 a  la

Sollten jedoch im Zihier oder Nenner Summen stehen, so diirfen einzelne
Summanden nicht gekiirzt werden.

Beispiel:

c
; hier darf ,,¢'* nicht gekiirzt werden.
¢

Anders ist es, wenn Zahler und Nenner eine gemeinsame Summe als Faktor
haben.

Beispiel: & " T4 _ 8
b c1d b

Es diirfen nur Faktoren gekiirzt werden.

ab(m 4 a—b m+a—4§

Beispiel:
abe ¢

b) Erweitern :

Einen Bruch erweitern heiBt, Zihler und Nenner mit derselben Zahl multi-
plizieren,

a ac
Beispiele: 0 mit ¢ erweitert ergibt e
c

ad
mit & erweitert ergibt ——
b+ ¢ b 4+ o d

Wenn im Zihler oder Nenner Summen stehen, dann miissen alle Summanden
im Zihler und Nenner erweitert werden.

a—b + ¢

Beispicl: la— b+ ¢)d ad—bd + cd
" a 4+ b

+ B d  ad + bd

mitd erweitert ergibt
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Bei ungleichnamigen Brichen findet man die Erweiterungszahl, indem man Anders ist es, wenn @ 4 b in Klammern gesetzt wird, dann heiBt
. eilt es:

den Hauptnenner durch den Nenner des zu erweiternden Bruches teilt.
@b @rn="FT°2_

a £ f . abec
Beispiel: — + — + — (Hauptnenner — abe: 1. Erweiterungszahl — = be usw.} a + b
a c a :

b
Setzen wir den Ausdruck a + & auf einen Bruchstrich oder als Nenner darunter

d a Fi dh eac fab so ist keine Iila i
—_—- o —— — = — i : . ¢ ' l
‘ L N ] o Z = tiier notwendig. Der Bruchstrich ersetzt die Klammer.
) s s )‘a?f Mafhen wir__dle Probe_, ob das stimmt. Setzen wir in dem folgenden Beispiel fii
— a = 5 und fiir & = 6 ein; es mub immer dasselbe herauskommen. P v

24a — (18a 4 56b) 18 = 24 -5-— (48 -5 + 56-6) : 8

120 — (240 + 336} : 8

2.6. Rangfolge der Punkt- und Strichrechnung T ol
120 — 72

Merke: 48 oder

Kommen in einer Aufgabe Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten (6u — 7Tb) &

ohne Klammer vor, so miissen stets Produkte und Quotienten zuerst ausge- o — ‘ > 245 — (6-5 — 7-6)

rechnet werden. Punktrechnung geht vor Strichrechnung. ~ 120 — (30 4 42)

Beispiele: a) 4 12 - 2—6 2= = 120 — 72

—_— —— = 48 cder
4 + 24 — 3 =25
b) 10a? — 4a 2z + 4a 1 a = 18‘1_75213'98:472-6

= 48

104 — 822 + 4 = 2a* 4+ 4

Soll eine andere Reihenfolge vorgeschrieben werden, dann sind Klammern mmer dasselbe Ergehnis, also stimmt es!

zu setzen. Tnnerhalb der Klammern gelten die allgemeinen Rechenregeln. 1. Beispiel: 14 -} [(3m — Zn} x — 3 (Sm 4 7u) 2] 1 x =
Beispiel: 4 (4+§_'\f_)/— 20— 24 :4 = Bie 'T‘cali]mgl durch x bLezieht sich nur awf den Ausdruck in der eckigen Klammer
a jedes Glied die Zahl ¥ enthilt, konnen wir durch i o .
4 (44 16) —200— 6 = # heraus. Vorher mi g ' ir durch # kiirzen. Wir ziehen also
4. 20 20— 6 = r miissen jedoch die runden Klammern auigeldst werden.
80 —20— 6 =254 i — [3ms — 2nx — 15my — 21nx] ©x =
Sind Zahler und Nenner eines Bruches gleich, so ergtbt sich stets 1, auch wenn in l4m 4 [— 12Zmxy — 23ux) @ x =
der Buchstabenrechnung keine bestimmte Zahl vorkemmt. 4m 4+ x [—12m — 23n] 1 x =
a b - —
Beispiel: - = - = 1 oder - = 1 usw. ETE fﬂ 23m1
a 4 b . =
a b 7 + 14 - _ _
Ebenso ist auch: =1 oder . m + (- 12m — 23n] =
a + b ¥ + ¥ 14m — 12m — 23 =
FXur darf man es nicht verwechseln mit: Zm — 23m
a+b:a+ b=nichtl 2. Beispiel:  12ab — 135: + 8bd
Wir haben gehért, dal Punktrechnung {:) vor Strichrechnung {(+) geht. Do diesam i
Beispiel muB also erst die Division & : @ ausgefiihrt werden, dann erst dig Addditio- Hier ist 4 nicht in allen Gli . .
nen. Mit der Verwendung eines Bruchstriches wird dieser Fehler nusgonchilossen. itberall vorhanden alsoezlilehefcvl:ii'nb i(;iaiilﬂﬁge(ﬁl\ﬁdenden) enthalten, aber b ist
B alten:
b .
a4 —-+b b(lfa—_]'35+8d):124—156+8d
a 4L 4
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3. Beispiel: 24a — (48a -+ 568) . 8 Es ist immer zu versuchen, die Zahlen und Buchstaben zu kiirzen
Hier bezieht sich das : 8 nicht aunl den ganzen Ausdruck, so verlockend auch 24a 12acx '
aussieht. Wenn das gemeint wire, so mifite der ganze Ausdruck in Klammern ste- Beispiele: a) leaLxy _° —¢ b cd 4¢ 4
hen, wie im folgenden Beispiel: axy 1 JT =4 c) Sl
7
4. Beispicl:  [24a — (48a + 56b)] 1 B ae o
= = . 3
)55 5o (nichts zu kiirzen) e} = —4
¢

Nach der Rangordnung der Rechenzeichen muB in dem 3. Beispiel die Division nur -
mit dem in Klammern geselzten Ausdruck (48a -+ 568} ! 8 durchgefiihrt werden. nthilt der Zihler in allen Teilen die glei 8
i . . gleiche GréBe I :
diese heraus und kiirzt, indem man sie oben und unte: :fre:féﬁlg ERAer, 50 zieht man

Es gibt noch zwei weitere Méglichkeiten:

12ab —
Beispiep, 1220 — 100 + 84 dbQa—det2d)
5, Beispiel:  (24a — 48a + 56b) : & 45 4b =3a—4c + 2d
6. Beispiel: (242 — 48a) - 36b : 8 Da bel dem vorstehenden Bruch sowohl oben wie unten 4& enthalten ist, zieh
s Z1 EI1 WII

oben 4b aus allen Gliedern heraus und kiirzen,

Anch beim 5. Beispiel erstreckt sich die Division : 8§ auf den ganzen Ausdruck; es
entsteht aber doch ein anderes Resultat als in dem 4. Beispiel. Beim 6. Beispiel
dagegen ist nur 566 durch 8 zu teilen,

Nun zuriick zum 3. Beispiel:

Da wir nur den Klammerausdrack {(48a 4 568) durch 8 teilen miissen, versuchen
wir aus diesen beiden Zahlen die 8 herauszuziehen, also 50!

8 (6a + 7b)
8
= 242 — (6a + 7b)
24a — 6a — 7&
= 18a — 7b

240 — 8 {6a + 7b) 18 = 24a —

It

Ii

Beachten Sie: Sind Zihler und Nenner gleich, so ergibt sich hieraus der Wert 1. Es
mub aber ganz genau darauf geachtet werden, ob beide Ausdriicke vollstandig iiber-

einstimmen,
. 2ab
Beispiel: 2ab : 2ah = = 1 oder
2ab
S - 2ah = dasselbe, also auch 1, aber
2ab

2ab : (2a + b)= ——— nicht ]
2a 4+ &b

Bei der letzten Aufgabe ist der Quotient nicht 1. Denn 2ab ist etwas anderes als
2a + b. Denken wir uns Werte eingesetzt, z. B.a =6, b = 8:

2ab 2-6-8 96
2ab 2-6-8 96
2ab 2:6-8 9
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3. Potenztechnung

Wie das Multiplizieren eine Abkiirzung des Addierens gleicher Summan-
denist (z. Boa b a +a= 3 . a), so ist das Potenzieren eine Abkiirzung

des Multiplizierens gleicher Faktoren.

Beispiel: 4 * 4 - 4 = 43 oder

. . _. -3 -FExponent {Hochzahly
@ © = i_f - Basis (Grundzahlj

——— —

Faktoren Fotenz

Eitie Polenz 6t pin Produkt aus gleichen Faktoren.

Den sich wiederholenden Faktor («) pennt man die Basis (Grundzabl) der
Potenz. Die Zahl, welche die Anzahl der Fakioren bestimmt (%), heifit Exponent
{Hochzahl) der Potenz; das Ergebnis heiit Potenzwert.

Das Rechnungszeichen des Potenzierens besteht darin, dal man den Expo-
penten als lleiner geschriehens Zahl rechits oben neben die Basis setit {a*).

a-a = a ist die zweite Potenz von a,
gelesen: ,.a hoch 2 oder ,,a Quadrat’”

a-a-a—=as ist die dritte Potenz von a,
gelesen: ,,a hoch 3“

a-+a- a..nmal = abist die n-te Potenz von a,
gelesen: ,.@ hoch #'° oder ,a zur n-ten

Potenz''
a = al Die Zahl a selbst kann man als die erste

Potenz von a anffassen und al schreiben.

Der Potenz-Exponent gibt also auf einfache, kurze Weise eine Rechenopera-
tion an, die sonst nur zeit- und raumraubend darzustellen wire.

Beispiele: 7 = 7+ 7 = 49
gt — 8. 8 8= 512

122 = 1212 = 144

128 = 12 -12-12 = 1728

st ein gewdshnlicher Bruch zu potenzieren, so miissci Zahler und Nenner
potenziert werden.

fernmel
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o
o]
(o)

2 2 2 .
) S SRY SRR L

Das Quadrieren wollen wir im Hinbli
. inblick auf den nidchsten Absch i
B : H n. 4. P
g;] e;z ;Jzesonder§ c1n_geher_1d behandeln. Eine einstellige Zahl zu qua(‘i'lft?ril
, 28, Y2 usw.) ist eine cinfache Sache. Das Quadrieren einer zweistelligeﬁ

Zahl, z. B, 122 = 12 - 12 = 144 1
o , soll durch die AbD. 3.1 veranschaulicht wer-

10 - 10 = 100
10 2 = 20
210 = 20
2 - 2 = 4 g
20° - a®
144 L f (23
W) \
oder mit :
Buchstaben: N
10 - 10 = a2
10« 2 = ab
2.10 =pa [ 2% -4 02 = ab 22-61 WV
2. 2 — B2 —
== o —ato gl |
at + 2ab |- b2 e

Abb. 3.1

Dafiir kann man schreiben: a2 + 2 ab + b2 = (a + )2
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Das Quadrat von 12 eder 122 — 144 kann in vier Rechenoperationen
zerlegt werden:

{1) a? = 10 - 10 (Quadrat der Zehner)

{2) ab = 10+ 2 (Produkt aus Zehner und Einer)
(3) ba = 2 -10 (Produkt aus Einer und Zehner)
4) b = 2- 2 (Quadrat der Einer)

a? + 2ab + b2 = 144

TDiese Uberlegung ist auBerordentlich wichtig. Jedes Quadrat einer zwei-
stelligen Zahl besteht aus dem Quadrat der Zehner (a?), dem Quadrat der
Einer (#2) und zweimal aus dem Produkt der Zehner und Einer (Zab). Beim
Radizieren kommen wir hierauf zuriick.

3.1. Addition und Subtraktion von Potenzen

Potenzen kénnen nur addiert oder subtrahiert werden, wenn sie dieselben
Basen und dieselben Exponenten haben,

Beispiel: 4a® -+ 6a® 4 9a® — 5a3 — 14a3 + 7ad = 7a3
Hier sind alle Basen und alle Exponenten gleich, ndmlich alle ad.

Um die Addition auszufithren, brauchen wir nur die Faktoren 4, 6, 9 usw.
zu addieren bzw. zu subtrahieren.

Ehenso: 3p2 |- 202 — b2 4 4B2 — 6b% = 282

Wie steht es nun aber mit der Aufgabe:

4a3 + 64 + 9at — 5a% = ?

In der vorstehenden Aufgabe sind die Basen gleich (a), die Exponenten sind
aber verschieden (a3, a2 usw.). Diese Rechnung ist nicht weiter ausfiihrbar.

Merke:

Potenzen mit gleichen Basen und Exponenten werden addiert bzw.
subtrahiert, indem ihre Beizahlen addiert oder subtrahiert werden. I)ie Basen
und Exponenten bleiben im Ergebnis unverdndert.

— 80 —

3.2, Multiplikation von Potenzen

Merke:

Potenze.n mit gleicher Basis werden multipliziert, indem man ihre Exponen-
ten addiert und die Basis beibehiilt.

Beispiel: a% a3 - a2 — g3#3+2 = 49
Um diesen Re.chenvorgang deutlich zu machen, sctzen wir in der vorstehen-
den Aufgabe fiir 4 den Wert 10 ein und erhalten fiir die cinzelnen Potenzen:
¢! =104 =10-10-10- 10 = 10000
a3 =108 =10+ 1010 = 1000
a® = 102 = 10 - 10 = 100
Die Einzelergebnisse mussen nun multipliziert werden, also
10000 - 1000 - 100 = 1000000000

Schneller kommen wir jedoch zum selben Ergebnis, wenn wir die Basis (10}
beibehalten und die einzelnen Exponenten addieren.

104-103 - 102 = 104+3+2 — 109 (also eine Zahl mit 9 Nullen)
Probe: 109 =10-10-10-10-10-10-10-10 - 10 = 1000000000

Ebenso: 442 - 643 9g% - 543 = ?
4a® = 4-102 = 4-10-10 — 400

6a =6-102 =6-10-10- 10 = 6000
921 = 9104 =9-10-10 10 - 10 = 90000
58 = 5108 =5-10-10- 10 = 5000

Die Einzelergebnisse miissen noch multipliziert werden:

400 - 6000 - 50000 + 5000 = 1080000000000000

Wir kommen zam sclben Ergebnis, wenn wir dic Anfgabe wie folgt an-
fassen: 4a2-6a3- Qa4 - 523 = 4 -6 - 9 - 5a2+3+143 . } 080al2
1080alZ = 1080000000000000

Beispiele: a) 32575432 — 3 -5 g2 .43 .57 - p2
15a2+3p7+2
= 15a5b?

b) (2ab)3 =28 -a% - b3 = 2-2-243- 13
Badb3
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3.3. Division von Potenzen Beisict, 110
eispiel: —a 2.3 p3. b2 _ 4-243. 7
a3 . p2 =a 832 — gp
Merke: @ “
Das Dividieren ist, wie wir wissen, cine Umbkehrung des Multiplizierens. Wie Allgemein ist nach den
eler 2
wir beim Multiplizieren der Potengzen ihre Expomenten addiert haben, so gelernten Potenzregeln;
miissen wir beim Dividieren von Potenzen deren Exponenten subtrahieren. oD pmem 0
= =
_— ab g2 s am
Beispiel: z a =@ Andererseits ist ini .
am
Wir machen auch jetzt wieder die Probe, indem wir fiir ¢ = 10 einsetzen. Demnach ist 2 —1
ab 10-10-10-10-10-10 1000000 — 10000 o _
@ 10 - 10 100 leraus ergibt sich: Jede Potenz mit dem Exponenten Null hat den Wert 1
irlir einlacher: al =1
L] b —
O _ 462 = gt = 104 = 10000 !
a2 20 =1
Stehen in der Aufgabe noch Faktoren dabei, so werden die Faktoren vorher usw.
dividiert.
Beispicl: 251 2043 —« 2 oder 3.4. P
eispiel: = = 4. g
P 58 otenzen von Summen und Differenzen
R 3y5-2 = 358 Eine Summe oder Diff
542 bzw. subtrahiert und df::'l:j:\}::m Pm-"-‘f“‘f:ﬁ- et man die Basis addiert
. i Exponenten bethehiilt ader di P
Ein Bruch wird potenziert, indem man Zihler und Nenner potenziert. dukt verwandelt (besomders fus allgemeinen ;,.|1|:.J;,;r 12 et 1 G0 2H50-
2\2 22 2-2 4
Beispiel: (—) = —. = —— = — oder (2 + 4)2 = 62 = 36 oder
3 32 3-3 9 (2 + 42 = 2
a\2 a? =@2+49-2+49=4+8+8+16 =36
-] = — 2
(b) b2 @+ b2 =(a+b):(a-+0b =a® 1+ 2ab - 52
(CI — B2 = — . . _
Wenn bei einem Bruch der Exponent des Nenners gréfer als der des Ziahlers ) (a—28)-(a—b) =a?— 2ab -+ b2
ist, so gibt es z. B. folgende Losungsmoglichkeiten: q .
2 Efnen Zahlenausdruck mit zwei Gliedern in einer Klammer ne g
B a4 g2 Binem. nnt man ein
at @ =
And its ist @ !
ndererseits is — = =
@A a-a-a-a at 3.5. Potenzen von Produkten
1
Demnach ist a? = — . }
at Ein Produkt wird potenziert, indem man jeden Faktor potenziert
Hieraus folgt: (2:-42 =22.42 = 4 .16 = 64 oder
Wird eine Potenz vom Zihler in den Nenner oder vom Nenner in den Zihler (2-4)2 =82 = 64
gebracht, so mufl man das Vorzeichen des Exponenten umkehren.
(ﬂ'b)z = g2, p2
— g —

— 83 —




Fi

3.6. Potenzen von Potenzen

Merke:

Eine Potenz wird potenziert,
die Basis beibehilt.
Beispiele: (22)2 =222 =24 =22 2:-2=16
(@2 = a2 = at

(a2 - B%)3 = a3 133 = ab B

Zusammenstellung der Potenzregeln:
gl ==a-a*a-a* ....a

Definition:
e e,
n-mal
Multiplikation: am e gd = am +o
al * b = (ab)n
Division: am
Z  — gmn
an
al a\ 1
%~ (5)

Potenzieren von Potenzen:
(am)t = am - D = (an)m

an aotn a° 1
Erkenntnisse: a0 =g 0. — = = —
al an a'll al].

fernmel

indem man die Exponenten multipliziert und

Eine Potenz wechselt unter bzw. {iber den Bruchstrich mit um-

gekehrten Exponenten.

Ubungsaufgaben:
343, Bestimmen Sie den Wert der Potenzen: 29, 29, 24, ... bis 210
344, a) 3¢ — 5 b) 27-—T7 c) 28 — 8% d) 4 — 5

345. a) Lo o L Las b) S e e Liw
. a) —al —ab? — — —= -
3 6 2 3 6 2

346, a) 3a® + 24* — 5a' b) Bat — Tt — #° c) Txt — 3% + #°

347. a) 5am + 3a™ — 4am b) 5a%% -+ abt — 4a%h

348. a) a® - a? by b7 - b8 c) 4* - x dy y-y°
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Ubungsaufgaben:
349. a) a* : g» b)an-a c) b1 . p= d) x? - xR—2
350. a) of » Az b) dztl . go—1 D) pn . Ps—n d) qa—z - qa:
351, a) aptz . gn—z b) Btn . pn—e ¢} £b=% . gztn d) 2= . ga—s
352. a) 2a* - 5a b) 587 - 452 €) 343 - 249 d) 4z - Tat
353. a) a% - ab? b} 2b% - ¢4 c) ax® - 3oty d) 2aly - 490
1 1 1. 3
354. a) —ad - —g? b) —c* - ’ ! ’
3 ) 5 ;c" c} t—iab‘ o lgal d) lzx" - Bay?
1 1
355. a) —ab® - 1oa¢  b) 4aty - 1o : °
B 3a ) 4atx lzxa c) 6a*x - -3—a‘x d) gx' o 331—z’y’
) .
356. a) 15 82 Tm8 | 15m® 2a*h  Satht
+ s 5 28 7 4
a 164352 _ 15abt
25 24
357, ) adm—5in an—m yat+d 4y7—%a
bémtin bin—m she—7? ’ Qgt—ba
a’ vl 4
358.2) — b — L “ o § ’
Ve 9 Vo 9 - oo
By 37 Gxl0} “
50 12
31
—zh
359.a)af:a b)a':a? ) a? il d s ¢ el 3“
0,75ax 1
360 n+H1 7
-a) 3130 b) 6antT i 3xm o) Bpeit ; zprhr ) gpn . 4=
antl n+1
la) — b) ¢ g g T b
anr an1 gn1 © g b1
czte B o
362. ) by =~ 2 - - =
ezt T3 G -z d) .8 e 2=6 f)
: x xn=
— B85 —




Ubungsaufgaben:
gntez az antz Iz crtl c¥=1
363. a) g b) - c} = d) = e) ontw JEya—
2507 e a’b? aib b3g® | bry® 2 anx
364. a} oy b) at c} a5p° d) atht & Biyd By O axm
52 Iz
o a® a® 4 ¢
363.2) — b) — 0 — ) —5 €) p [

43 a 104
2-5 ) 2572

366.a) 2~ - 42 b) 672-122 ¢
367.a) Sa=%- 4at L) 3a7*-3b ) 3a2- (30)°  d) (2a7%°- da

1 1
3 3 B 1 s
368. a) Eab*i » Ba i b) Za 1p3 . Balb—* c) 12x ny 13x"y

369. a) 2£,1:2y—2 0 jx—‘yz b) 6,443 - 0,375a%*
2 5

gntl - bz wh—1 - pa—2 a1 . gind2 antz .« pan—z
370g) an » pr—1 b) an—3 . pn—4 < Pz I yn—3 an—z . prtiz
asT—% adz iy 21a3htyntt ) 353581
S 3) S e 18c%y2m—s  27ciytznt

372.0) (abe)®  b) (3ax) <) (4abc)®  d) (5sp)

373.a) (4% - 3y - 50°  b) (5ab)® - (3ab) - (2ab)?
2a\3 24} 2001 3y 18
374. a) (—a) py Z ( ) ) (g)

4b 3x
375. a) (Eax)a b) ny)2 c)%(xy)2 d) (gﬁry)4

376.a) a* - b2 D) am-yr c) (Zm) - {m)? d) (i_:)’ ' (2)3 ' Cis:)a

377.a) 42 - 132 by 23 - 357 c) 8% - 1258 d) 2t - 54
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Ubungsaufgaben:
o ()
379. a) at : Bt D) an : yn ¢} (25¥)4 ; (5n)4 d) (3430) ‘ : (1%1})a

2 G) G

482 159 96° 39t 49 g2\
381. a) by —— c) — ad) e (—) : (-)
162 33 243 651 5 3

2 3

3 L]
b} (5) 0 (;) c) 2,25% - 0,4% Y dj 0,28 - 2,58

380. ) (@b)m :bm by (g)r or o (%)a:

382. a) (12)‘ : (2%)4 b) (1;)3 : (2%)3 Q0721024 d) 06t : G)z
383-a) (@7 B (BN o) (N d) (2 &) (3% ) (a1 g {yP)t

384 a) (an—l)e b) {xa)nﬂ c) (an)'n—l d) (xn+1)n71

s ey o(g) e (Go

3.7. Rechnen mit Zehnerpotenzen

Bei uniibersichtlichen grofen oder kleinen Zahlen ist es hiufig zweckmiBig,
die Zahl als Zehnerpotenz darzustellen.

Beispiele: a) 5255500 = 5,2555 - 108 b) 0,000530 = 350 - 10—
= 52,555 - 105 = 55,0 -10~*
= 525,55 - 104 =55 10—
= 5255,5 - 10°
= 52555 - 10%

Merke:

Bei ciner Multiplikation mit einer Zehnerpotenz wird das Komma um so
viele Stellen nach rechts (bei positivem Exponent) bzw. nach links (bei
negativem Exponent) verschoben, wie der Exponent angibt.
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Die folgende Aufstellung gibt eine Ubersicht iiber die gebriuchlichsten

fernmeldelehrling.de

Zehnerpotenzen:
Bezeichnung
Zehnerpotenz Zahl Zahlwort der
Mageinheit

1012 1 000.000 000 000 Billion Tera T
10¢ 1 000 000 000 Milliarde Giga G
108 1 000 000 Million Mega M
103 1 000 Tausend Kilo k
102 100 Hundert Hekto h
101 10 Zehn Deka D
100 1 Eins
10-1 0,1 ein Zehntel Dezi d
10-2 0,01 ein Hundertstel Zenti ¢
10-3 0,001 ein Tausendstel Milli m
10-6 0,000 001 ein Millionstel Mikro p
10-2 0,000 000 001 ein Milliardstel Nano p
1012 0,000 000 000 001 ein Billionstel Pico P

Beispiele: 1 k()
1 MQ

1pF

1 mA

1000 =100 0}

1000000 Q = 10° 2
1
- ——_—— = 10— F
1 000 000
1
—_— = 1072 A
1000

Umwandeln von Zahlen in Zehnerpotenzen und Rechnen mit Zehnerpotenzen:

Beispiel:

0,05 -

1200 000

0,00002 - 15 000000

Wenn wir diese Aulgibe uuirechner wollen, ohne unsore Patenaregoln zu benutzen,
kdnnten leicht Rechonlehler entstelien, zum anderen wiire sie auch nicht ganz ein-

fach zu ldsen.

Beitn Rethnen mit wdibetsdchtlicl grolen oder kleinen Zahlen ist es daher oft von
Vartell, di= Zahl in vin Pradult siner iitersichtlichen, geringstelligen Zahl mit einer
Zelingrpoten: eu dndein, Dig Zelporpotetizen lassen sich dann leichf zusammen-
fassen oder fallen durch Kiirzen ganz weg.
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0,05« 1 200 (HK) 5-107%-12 .10

Beispiel: - =
O.0HHH02 + 15 000 00 2-107%-15-10%

5-12 108

=i, 20

= 200

Beispiele aus der Elektrotechnilc:

130 Vin mV

1V =10"mV
130 V=130-10* mV
130 V = 130 000 mV

1. Verwandeln Sie:

2, Verwandeln Sie: 0,5 i
0,5uF =05-10*F
0,5 uF = 0,0000005 F

3. Berechnen Sie: U, wenn
I =6mA = 6-10"" A
R=RleQ=12'10’Q
<107PA 212100 )
- 12 - 1080
v

gagQg
T
;gmm-..

4. Berechnen Sie:

g
@

STRSERS-

kV 6-100Y
MQ 1,5 - 10802

[}

0,6
15

[
]

6100 V

L5 10°Q
= 4.108+
=4-10"¢
= 0,0004 A
= 0,4 mA

P g g ey by

5. Berechnen Sie:

s
l

L

|0
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Ubungsaufgaben:

386. Folgende Aufgaben sind in Zchnerpotenzen umznwandeln:
a) 118000000 1,18 - 10.. ., oder 118 -10...
b} 11000 =11 -10..., oder 0,11 -10...

(] 230000 = 2,3 -10... oder 0,230 10...

d) 12000000 =12 -10... oder 1,2 -10..,
¢) 0,00000125 = 1,25-10..., oder 125 - 10..,
) 0,125 =125 -10... oder 1,25 -10...

2) 0,000120 =120 -10...oderl,2 -10...

387, a 60 000 0,0000125 3330000 - 25 - 100
1500 - 250 - 0,0005 0,00000666 - 5 - 104
0,0000018 - 1 500000 15 - 102 . 25 - 108

)~z ooz~ Viz 105 75 10—
6.5 (W « 1§, 75040
: o013 « 1E00

388. Verwandeln Sie:
2) 20kQin O b) 2 nF in pF
c) 6MQinkQ d) 0,06 mincm
¢} 10uFinnF 1) 3600 mm in m

3.8. Zehnerlogarithmus

Das umgekehrte Rechnen mit Zehnerpotenzen ist das Logarithmierenl).
Wir behandeln das logarithmische Rechnen jedoch nur soweit, wie es fiir die
Kenntnisvermittlung der Grundlagen der Elektro- und Fernmeldetechnik
notwendig ist. Auf die sonstigen logarithmischen Rechenregeln wird bewul3t
verzichtet, weil der Auszubildende sie wihrend sciner Ausbildungszeit im
allgemeinen nicht braucht. Da mehrere physikalische und elektrische Grolen
nicht linear, sondern logarithmisch voneinander abhingig sind, wollen wir
den Unterschied zwischen einer linearen und eciner logarithmischen Ab-
hingigkeit an folgendem Beispiel verdeutlichen

1) logarithmisch = auf die Hochzahl bezogen.

., g
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Beispiel:

Em Zimmer wird von 10 Wachskeramm belouchitet, Dabol empfinden wir eine ganz
bestimute Helligkeit, die wir als Helligkeit | Hins" bezeichnen wollen. Soll nun
die Helligheitsempfindung verdoppelt wenden, danm geniigt es nicht, die Kerzenzahl
= verdappeln. Vielmels mul die Aneahl der Kergen verzehnfacht, d.b. anf hundert
vermehrt werden. Soll die Helligkeit verdreifacht werden, dann muf die Kerzenzahl
a.}li' tausend, fur die vierfache Helligkeit auf zehntausend usw. erhdht werden. Aus
diesem verschiedenartigen Wertzuwachs fur die Helligkeitsempfindung und fir die
Anzahl der brennenden Ierzen erkennen wir, daB die Helligkeitszunahme einen li-
nearen und die Vermehrung der Kerzen einen logarithmischen Verlauf aufweisen.
Ursache {Anzahl der Kerzen) und Wirkung (Helligkeitsempfindung) stehen also in
einem logarithmischen Zusammenhang. Dies soll in nachstechender Tabelle weiter
verdeutlicht werden.

Helligkeitsempfindung 1 2 3 4
Kerzenanzahl 10 100 1000 | 10000

101 10% 107 10%
Exponent fiir die Zehnerpotenz 1 2 3 4

Bei der_Helligkeitscrnpﬁndung ist der Wertzuwachs stets gieich grofB3; er
betrigt jeweils eine Einheit. Der Verlauf der Helligkeitszunahme ist linear.

Fiir den linearen Verlauf der Helligkeitsempfindung miissen die Kerzen je-
weils auf den zehnfachen Wert vermchrt werden. Betrachtet man hierbei
nur die Exponenten der Zehnerpotenzen, dann ist zu erkennen, daB die
Exponenten linear ansteigen, wilirend der eigentliche Wertznwachs jeweils
das Zehnfache betriagt. Der Verlouf der Kerzenvermehiomg st also aul den
Exponenten bezogen linear; dir Rerzenzunahme selber ahor verlauft [erom-
rithmisch.

Bringen wir diese Uberlegungen in eine mathematische Form, so ergibt sich:

Helligkeit = Logarithmus der Kerzenanzahl

In Formelzcichen:

In dieser Grobengleichung ist die Helligkeit H der Logarithmus von der Ker-
zenanzahl K; die Kerzenanzahl K wird als Numerus!) bezeichnet.

1) Numerus = Zahl, fiir die der Logarithmus ermittel werden soll; Mchrzahl : Numeri,

—09] -
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Beispiel:

Yin Zimmer wird von u == 1000 Kerzen beleuchtet. Wie gra8 ist dic Helligkeit in die-
sem Raum ?

Gegeben: n
Gesucht: H ,
Losung: H = lgn Der Logarithmus von 1000 1st gleich 3, weil
H = 1g 1000 103 = 1000 ergibt.
H=3

Die Helligkeit in dem Zimmer betrigt 3 Einhciten

Merke:

Der Zehnerlogarithmus ist der Exponent einer Zehnerpotenz, deren Wert den
Numerus ergibt.

Beispiele:

Der Loparithmus von 100 ist 2, weil 102 = 100 ergibt;
der Logarithmun ven 1000000 ist 6, weil 10° = 1000000 ergibt;
der Loparithinus von 1 ist 0, weil 100 = 1 ergibt usw.

Schwicrig wird das IRechnen mit Logarithmen, wenn die Werte des loga-
rithmus keine ganzzahligen Ziffern, sondern Dezimalbriiche sind. In diesen
Fallen kann der Logarithmus nur aus Logarithmentabellen abgelesen worden,

Beispiele:

Twor Leggarithimns von 200 ist 2,301, weil 100300 = b ergilit:

der Lognrithmus von 500 ist 2,70, weil 1037 = 5iM) ezl uww,
Hierdiir sind dig logarithmischen Werle einer Logurithimentabnlle entnom-
men worden.

Das logarithmische Rechnen wird in der Fernmeldetechnilk ¥, L dor Be-
rechnung von [Leitungsdimpfungen, von Lautstitkenwortan bisim Schall,
von Ein- und Ausschaltvorginson bel Kondensatoron tnd Spulen sowioe bei
regelbaren Widerstinden angewendet.

1. Beispiel:
Bei einer Anschlubleitung betehgt die Lolstung des Sprachwiclselstroms am Lei-

tungseingang Pe = 1 mW; am Leltangssusgang wird aino elolcttisghin Wechsclstrom-
leistung von Py = 1 pW gemesaen, Wig grol (st dib Pimpfing der AnschluBleitung ?

Gegeben: Po = 1 mW,; P, = 1 uW

Gesuacht: a

e fie=

Lésung: Um diese Aufgabe lésen zu konnen, mul man wissen, dal die
Leitungsdimptung in Bel, Kurzzeichen B, angegeben wird. Meistens
verwendet man den zehnten Teil eines Bels, ndmlich das Dezibel, Xurz-
zeichen dB.

Die Leitungsdimpfung ist der Logarithmus des Verhiltmsses der Ein-
gangs- zur Ansgangsleistung:

P
2 = lg ¢
&
11073 W Der Logarithinus von 1000
a—lg — — — —1g10* = Ig 1000 _ )
1-10¢% W ist 3, weil 10% = 1000 ist.
a=3B8B=2304dB 3 Bel = 30 Dezibel

Die Leitungsdimpfung der Anschlulleitung betrigt a = 30 dB.

2. Beispiel:
Die Leitungsddamptung einer AnschluBleitung betrigt a = 20 Dezibel. Die
Wechsc!stromleistung am Leitungseingang wird auf P, = 1 mW ecingestellt.

Wie grol ist die Wechselstromleistung am Leitungsausgang?

Gegeben: a = 20dB; P, = 1 mW

Gesucht: Py
Lésung: 20 Dezibel = 2 Bel = 2 B
a =lIg 5
Py
Sl l_mVV Wenn der Logarithmus eines Numerus 2
Pa betrigt, dann muf3 der Numerus 100 be-

tragen, weil 102 — 100 ist. Daraus folgt:
JEPS 1 mW

= — = 100 umstellen nach Py!
P, P,
Pe 1-1079 W
P, — = T = 110 W =10 1070 W = 10 g W
100 100

Die Ausgangsleistung der AnschluBleitung betrigt Pa = 10 pW.

Ubungsaufgaben:
389. a) Ermitteln Sie von den Numeri die Zehnerlogarithmen:

1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000, 100000004, 1000000000000

b} Ermitteln Sie von den Zehnerlogarithmen die Numeri:

0,1,2, 3, 4,5 06,9, 12
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4. Radizieren (Wurzeltechnung)

4.1. Allgemeines

Haben wir die Potenz 42, so 146t sich aus der Basis 4 und dem Exponenten 2
der Potenzwert 42 = 4 - 4 = 16 berechnen.

Welche Zahl mul aber ins Quadrat erhoben werden, um die Zahl 16 zu
erhalten ? Die Basis (4) ist also unbekannt. Bekannt sind daftir der Potenz-
wert 16 und der Exponent 2. Diese Aufgabe fiihrt uns zur Wurzelberechnung.

Das Wurzelziehen oder Radizieren ist nichts anderes als das Bestimmen
der Basis, wenn der Potenzwert und der Potenzexponent bekannt sind.

Wir unterscheiden das Ausziehen der Quadratwurzel, der Kubikwurzel
usw. Wie es eine 2., 3., 4. usw. Potenz gibt, so gibt es auch das Ausziehen
der 2., 3., 4. usw. Wurzel. Praktisch komnmen jedoch nur die 2. und 3. Wurzel,
also die Quadrat- und Kubikwurzel in Betracht.

I
tn

2
Beispiele: a) /25 =5 Probe: 532 =55 = 25

Probe: 59 5 =125

I
w
"

b) JT%5 = 5

Das Zeichen fiir das Ausziehen der Wurzel ist ein etwas verzerrtes latei-
nisches T, von Radix = Wurzel. Zum Wurzelziehen wird in die ohere Off-
nung eine kleine 2, 3 usw. gesetzt, um anzugeben, ob die 2. oder 3. Wurzel
gemeint ist.

‘Wurzelexponent
/125 5
R adilkand Wurzelwert

Bei der Quadratwurzel kann man den Wurzelexponenten 2 weglassen.

32

}/ 64 heiBt also Quadratwurzel aus 64 = 8; Probe: § - 8 = 64
3
oder /64 heiBt Kubikwurzel aus 64 = 4; Probo: 4 - 4 - 4 = 64 — 48

Wir sehen also, daB das Auszichen der Wurzel die Umkehrung des Poten-
zierens ist; wie Dividieren die Umkehrung des Multiplizierens und Sub-
trahieren die Umkehrung des Addierens ist.

—_ 04 —
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Wir haben in dem letzten Abschnitt bei der Potenzrechnung das Quadrieren einer
zweistelligen Zahl in einer bildlichen Darstellung (Abb. 3.1) veranschaulicht. Es
wurde hierbei festgestellt, dald die Aufgabe 122 = 144 in 4 Rechenvorgiange zerlegt
werden kann, nadmlich in 102 + 10 - 2 4+ 2 - 10 4 22 oder a® -+ 2ab + b2

Hieraus erklart sich nun das Ausziehen der Wurzel ]/ITM In der Zahl 144
steckt also eine Summe der Glieder a2 + 2ab + b2, wobei die Werte fiir ¢ und &
zunichst noch unbekannt sind. Will man die Quadratwurzel aus der Zahl
ziehen, so mull man die GroGen @ und b suchen und dann die Glieder a2, 2ab
und 52 wieder von der Zahl abziehen. Man geht dabei wie folgt vor:

144

Die Zahl, die unter dem Wurzelzeichen steht, wird von rechts nach links in
Gruppen von je 2 Ziffern eingeteilt; bei Dezimalzahlen vom Komma nach
links und rechts, Die Zahl der Gruppen gibt an, wieviel Stellen das Ergebnis hat.

In dem folgenden Beispiel wollen wir zum besseren Verstdndnis die Potenz-
und Wurzelrechnung gegeniiberstellen.

Potenzieren: Radizieren:
12 - 12 = 144 __ a b
(10 4+ 2) {10 + 2) = {(a+h) (a+b) Y144 =10 + 2 = 12
10 - 10 =100 a-a = a2 — > 100
2a b
10 - 2 =20 44 . 20 = 2
26 ——
2 - 10 = 20 } “ 4_2
2= 4 bb=t —s4

Die Quadratwurzel aus 144 wird also wie folgt ermittelt:

a) Die Zahl 144 wird mit einem Wurzelzeichen versehen und von rechts
nach links in zwei Gruppen eingeteilt.

b) Da wir bei der Wurzel aus 144 zunichst nur die Zehner bestimmen wol-
len, so kommen wir auf 10, denn 20 - 20 wiire bereits 400.

c) Die 10 setzen wir als @ in das Ergebnis ein und ziehen a* = 100 von 144
ab.

d) Den Rest 44 teilen wir durch 2g (a = 10, 2a = 20}, somit erhalten wir die
néchste Stelle des Ergebnisses b = 2.

e} Nun ziehen wir 2ab = 40 von 44 ab; es bleibt ein Rest von 4.

) Von diesem Rest ziehen wir 5% = 4 ab und es bleibt 0 ubrig. Die
Quadratwurzel aus 144 ist also 12

Diese Erklirung ist viel umstindlicher als die Rechnung selbst, wenn man
sich die folgende vereinfachte Methode einprigt:
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Vereinfachte Methode:

]1273529 =: 523

52475 2 =TS

ol

235 1y £

2:102—=204 R
3120 : L04g

3-1043—— 3129

Erliuterung:

Fiir die erste Stelle des Wurzelwertes zieht man aus der ersten Gruppe die Wurzel
(27 goht Smal), zielit diann das Chumdent (3% =25 von der eriten’ Giuppe ab,
halt Aie nichsten beiden Liformn: (35) heronter, atreicht eing Stells ab und et
dorch dis Doppelte des hisherigen Wurzalwortes (2 -3 = 10}, Das Ergelnis von 23510
— 2 {¥itt belm Worsslwert an dlo zweite Stelle. Anbordem wird 2+ 102 you 235
alipeggmoe Nun holt man die nlichsten belden Zferm horunter undd verfahrt gemaisa.
Alss wisdes vine Stalle sbstroichen wnd durch das Dippelte von 32 teilen unw.

Wird beim Rechnen das Komma des Radikanden {iberschritten, so mul auch
beim Wurzelwert ein Komma gesetzt werden,

Beispiel: '1]|39,65]20 = 11,81
1

12—
0392
1-21— 21
186’5 : 22,
8-228—— 1824
4120 : 236,
1-2361 —> 2361

o

Rest 175

Wurzelldsungen, bei denen e¢in Rest bleibt, besagen, dal die Wurzel nur
angenihert bestimmt worden ist; man nennt solche Wurzelwerte irrationale
Zahlen.

Beispiel:
/24[01 = 49
42——16

201 &y
9-8 — 801

Beachten Sie, dal der Quotient
80 : 8 = 10 ist, deshalb wird der
nichst niedrigere Wert 9 genom-
men.

Wir kénnen im allgemeinen den Rest (80°1) durch das Doppelte des Wurzelwertes
(80 : B) dividieren. Wenn sich jedoch — wie im vorstehenden Beispiel — ein zu
groBer Wurzelwert ergibt, dann mul der nachst niedrigere Wert genommen werden.

fernmeld
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Weitere Beispiele:

a) V1296 = 36 b)
3—s 9
39 : 64

6:66—> 396

c} ¥3]06,25 = 17,5 d)

12— 1

20 : 2,
7-27—>189

25 : 34,
2

L S

17
3-345—— 17

o) V11128196 = 336
32> g

22'8:6,
363189

399'6 : 66,
6 666— 3996

iy }/2,00[00[00]00 == 1,4142....

12—
100:2,
4-24— 96
400 : 28,

1-281-—» 281
11900 : 282,
4-2824—> 11296

604 070 ; 2828,
2-28282—» 56564

38336 usw.

—_ g7 —

/952576 = 976
81

9

14 2’5 : 18,
7-187—>1309

11676 : 104,
6-1946—> 11676

y0.42[64[09 = 0,653
0

42
6P —— 36
664 ; 12,
5125 —> 625
3909 : 130,

3-1303— 3900
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Gerade Wurzeln aus negativen Zahlen (z. B.J/-4) sind nicht l6shar, weil es
keine Zahl gibt, die z. B. ins Quadrat erhoben negativ ist.

Ubungsaufgaben:
=175 1008 Beispiel:  [—2)® = + 4 oder (+2)* = + 4
390. a) /5329 = b) 12 = ¢} 60025 =  d} J4.006 =
A147.36 Solche Wurzeln werden in ein Produkt mit }-1 als Faktor zerlegt.
= J= d) 726,18 = =y
391.a) Y4147,36 =  b) 314 = d V3
392. &) Y4258 = b YIS = 9 V35- b = Hierbei gilt /-1 als imaginiire Zahl i (imaginarius = cingebildet, nicht wirk-

- lich), da V-1 unléshar ist.
b) YOOI = o Y1936 = Q YIFTE =

393, a) /3249 Beispiel: [/ = )4 T = y7-i = £ 2

394. a) /9980 = b) V193,21 = «¢) }3936,41 =
Falls die vorstehenden Ubungsaufgaben micht zu einem klaren Ergebnis I

4.2.2. Addition und Subtraktion von Wurzeln

fithren (aufgehen), sind sie auf 4 aunfeinanderfolgende Ziffern zu berechnen.

Zu jeder Aufgabe ist die Probe zu machen. Wurzeln mit gleichen Exponenten und Radikanden kénnen addiert bzw.

subtrahiert werden, indem man ihre Beizahlen addiert hzw. subtrahiert.

[ | 3 3 3 a

Beispiel: 2o +35)a—4)a =3Va
4.2. Wichtige Regeln
Nachstehend sind die wichtigsten Regeln fiir das Rechnen mit Wurzeln 4.2.3. Multiplikation von Wurzeln desselben Grades
zusammengefafit: Gleichnamige Wurzeln (d. h. Wurzelr mit gleichen Exponenten) werden

multipliziert, indem man unter einem Wurzelzeichen multipliziert.
4.2.1. Vorzeichen heim Radizieren . \ )
Wurzeln mit geraden Wurzelexponenten und positiven Radikanden haben Beispicle: 0« 25 = y9-25 /8 - yizs = Y8125
einen positiven und einen negativen Wurzelwert. 5 5= 15 2. 5 — 10

2 _ 3 3 3

Beispiele: a) /9= + 3; denn E+§§: =3 Va- Vo = yab Ve- Y@ = yed

n
b)ya=4+5
e 4.2.4. Radizierung eines Produktes
Anders ist es bei Wurzeln mit ungeraden Wurzelexponenten.

. . Ein Produkt wird radiziert, indem man die Faktoren einzeln radiziert und die
Der Wurzelwert hat das Vorzeichen der Basis, so erhaltenen Wurzelwerte multipliziert,

—_— — - 3 3__ 3
Beispiele: a) /5 12‘d§n“(+?):i_% Beispiele: /925 = Y9 Y75 Y8125 = V8- yiz5
e = 15= 3. 5 10=2 - 5
3
=—2:d = —8 o _ 3
DY e (720 = 48 yaE = ya- 5 Ve — oo VT
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4.2.5. Division von Wurzeln desselben Grades

Gleichnamige Wurzeln werden dividiert, indem man unter einem Wurzel-
zeichen dividiert.

/256 256
Beispiele: LT V=== yle =4
Y16 16

4.2.6. Radizierung von Briichen
Ein Bruch wird radiziert, indem man Zihler und Nenner einzeln radiziert
und die so erhaltenen Wurzelwerte dividiert.

Beispiele: = =

4,2.7. Radizierung von Potenzen

Potenzen werden radiziert, indem man den Exponenten des Radikanden durch
den Wurzelexponenten dividiert und das Wurzelzeichen wegliBt.

Beispiele: T/EI =242 — 22 —_ 4
?/ﬂ' =432 —4
f/a? — a2 — 42
3

Valb = 4168 — gb

4.2.8, Potenzieren von Wurzeln

Eine Wurzel wird potenziert, indem man den Radikanden potenziert wunid
die Wurzel mit dem Wurzelexponenten beibehilt.

Beispiele: Cs)F - Ym_ Y4
VB VB =2-2=4
CrP - ym
- 100 —
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4.2.9. Radizierung von Wurzeln

Eine Wurzel wird radiziert, indem der Radikand mit dem Produkt der
Wurzelexponenten radiziert wird.

Beisplele: 2
3 2.8 __ 6
V ves ="yes = Yes =2
m
Vie ="
Umkehrung :

Ist der Wurzelexponent ein Produkt, dann wird nacheinander mit den
einzelnen Wurzelexponenten radiziert.

m
n_ i

“a-Vim "%V

4.2.10. Erweitern und Kiirzen von Wurzeln

Der Wert einer Wurzel dnderi sich nicht, wenn man den Exponenten der
Wurzel und den des Radikanden mit derselben Zahl multipliziert (Erwei-
terung der Wurzel) cder durch dieselbe Zahl dividiert (Kiirzung der Wurzel).

Beispiele:

2 H
a) Erweiterung: Y8 = 2 24T-2
8 = B
n]/a’m = " Yam
4
b) Kiirzung: 2
4 5 2
V48 = ¥ 42 — /33 oder
4
1
4 8 8
Y4 = ¥ 44 — 44

In dem vorstehenden Beispiel kann bei dem Wurzelexponenten 54- = 1 das

Wourzelzeichen weggelassen werden. Es bleibt dann eine Potenz, die in ihrem
Exponenten im Zihler den Exponenten des Radikanden der urspriinglichen
Wurzel und im Nenner den urspriinglichen Wurzelexponenten enthalt.

— 101 —



Beispiel:

yaE =

o) o
2]

Ty

1
oder Ja = a?

fernmeld

Umgekehrt kann jede Potenz mit einem Bruch als Exponenten auch als
Wurzel geschrieben werden. Der Nemner des Potenzexponenten erscheint

dann als Wurzelexponent.
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5. Zusammenfassung der Grundregeln

(Abschnitte 1 bis 4)

Damit sich die in den Abschnitten 1 bis 4 behandelten Rechnungsarten
besser cinpréigen und nicht so leicht vergessen werden, sind sie wichtigsten
Regeln und Formeln in der folgenden Zusammenstellung anhand von Bei-
spielen und Erlinterungen in Kurzform zusammengefaBt worden.

Rech-
nungzart Regel Beispiel Selte
ummand

Bei gleichbenannten allgemeinen Zahlen S/ | ? Summe 9
werden die Beizahlen addiert. 2a¢ + a + 3a = 6a
Es diirfen nur gleichbenannte GréBen 1 — 40
addiert werden, 5a¢ + la + 6b + 2b = 6a } 8b

Addition Gleichbenannte Summanden in Bruch- 1 6 11 41
form miissen vor der Addition gleich- 3° + 5°~ 1 + 5 T
namig gemacht werden.
Gleichnamige Briiche werden addiert, a b [ a+ b+ ¢ 41
indem man die Zihler addiert, Der —t—+ ==
Nenner bleibt unverandert. ¢ £ < 2
Bei gleichbenannten allgemeinen Zahlen oA Difiereas 40
werden die Beizahlen subtrahiert, a — 2a = 4a
Es diirfen nur gleichbenannte GroBen I 40
subtrahiert werden. g — Z2a — 5b = 6a — 3b

Sub-

traktion | Gleichbenannte Subtrahendenin Bruch- | 3 2 15 8 7 41
form miissen vor der Subtraktion gleich-~ 1 b— 5 b= 20" 2o b == 20 b
namig gemacht werden.
Gleichnamige Briiche werden subtra- a b € a—b—¢ 41
hiert, indem man die Zihler subtrahiert. | ——— — -~ = 7
Der Nenner bleibt unverindert, # ¢
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Rech-

1 Beispiel
nungsart Rege P
Aus gleichen Vor- und Rechenzeichen | 42 + (+2a) =4a + 2a = Ga
Addition | wird 4. 4b — (—3b) =65 3b =9
und
fl:.l;;tion Aus ungleichen Vor- und Rechenzeichen| 4a + (— 2a) = 42— 2a = 2a
wird —. 6b— (4 38) = 6b— 3b = 3b
Steht vor der Klammer ein 4+ Zeichen, atb+{ie—d)=a+b+ec—d
so kénnen beim Auflésen der Klammer
die Rechenzeichen beibehalten werden.
Rechnen | Steht vor der XKlammer ein —Zeichen, a—(b—ctd=a—btsc—4d
mit s0 missen beim Auflésen der Klammer
Klam- die Rechenzeichen umgekehrt werden.
mern
Mchrere Klammern sind von innen 6a + [5b— (2a + 38)] =
nach auBen aufzuldsen 6a - [5b— 2a —3b] =
62 + 5b-— 22— 36 =
4a + 2b
In einem Produkt kénnen die Faktoren | 4 -3 =3 - 4
miteinander vertauscht werden. g2-b=>b-a
Das Malzeichen kann vor allgemeinen 5:a = 5a
Zahlen und vor oder nach einer Klammer| 3 - (i #) =3 (m + n)
fehlen.
Die Beizahlen und Buchstaben werden 3a-5b-2¢c = 3-5-2abc = 30abe
multipliziert.
. .. | Das Produkt gleicher Vorzeichen ist . {4+ b)) - (+ ¢) = be
Multipli- (—b)(—c) =bc
zieren
Das Produkt ungleicher Vorzeichen (+ b)) - {—¢c) = — b
ist —. — b (+c)=—bc
Jedes Glied einer Klammer wird mit la + B n=an -+ bn

dem Faktor multipliziert.

Jedes Glied der einen Klammer wird mit
jedem Glied der anderen Klammer
multipliziert.

Einen gemeinsamen Faktor kann man
ausklammern.

{@a-+8) - (6—d) = ac—ad+bc—bd

ax-Fbx+yztwz = x(a+-b)+x
(v +w)

(keine Glieder aus Summen).

abc ¢

Rech- A .
nulfgsa.rt Regel Beispiel Seite
Die Division ist die Umkchrung der a
Multiplikation. Dividend und Divisor | = = ¢ 68
darf man nicht vertauschen.
a
— ist nicht —
b a
a
Die Divasion gleicher Vorzeichen ergibt | (+a) : (-++&) = = 68
+.
(—a) : 8) =~
— ) (—B) = —
b
. e @
Die Division ungleicher Vorzeichen (+a) : (-0 = — — 68
J ergibt —. L
Iividier i
ividiere (—a) (40 = —
b
LEin Bruch wird durch eine Zahl i 5 = e
dividiert, indem man den Nenner mit b bec 69
der Zahl multipliziert.
Eine ganze Zahl oder ein Bruch wird | % ¢ a__j 69
durch einen Bruch dividiert, indem man| 5 "2 b . ¢
mit seinem reziproken Wert mullipli- B .
zrert. a T — =a —
c b
Eine mehrgliedrige GroBe wird durch b & 69
eine Zahl dividiert, indem man jedes | @& —¥& + & d = 4 4 + )
Glied durch die Zahl dividiert.
a — b +
= =—
Ein Bruch wird gekiirzt, indem Zihler abe 12 b ¢
und Nenner durch dieselbe Zahl =ac =4 — 73
dividiert werden. @ “
Kirzen | 7iy Bruch wird erweitert, indem Zihler a g a-d ¢-b
und und Nenner mit derselben Zahl_ N + 4 b-4d + d-b 73
Lrwei- multiptiziert werden. )
tern d e /
von Dic Erweiterungszahl findet man, indem | - - —  — =
Briichen | man den Hauptnenner durch den a b ¢
Nenner des zu erweiternden Bruches d b e e ac } alkbd 74
teilt. =
a bec bac ¢ ab
dbc -+ eac - fab
- abe
Es diirfen nur Faktoren gekiirzt werden ab (m +a—b) _B 8= b 7
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56 Regel Beispiel Seite
nungsart
Rang- Produkte und Quotienten miissen stets | 104 —4a-2a + 4a :a = 74
folge der zuerst ansgerechnet werden. 102 — e +“4 — 242 4+ 4
Punkt- | Punktrechnung geht vor Strichrechnung,
u. Strich-|
rechnung
i i 1 Exponent
Eu}e Potenz ist ein Produkt aus e a — a’__:_ ];‘Esis 78
gleichen Faktoren. e —
Taktoren Potenz
Wenn die Potenzen dieselben Basen und| 4a® 1 62* = 10a® 80
Exponenten haben, konnen ihre Bei- 55 — 2b2 = 3b®
zahlen addicrt oder sulbtrahiert werden.
Potenzen mit gleicher Basis werden b gd-gt =gititz —go 81
multipliziert, indem man ihre Exponen-
ten addiert und die Basis beibehalt.
Potenzen werden dividiert, indem man at ali—t _ g 82
ihre Exponenten subtrahiert. at
Poten- Ein Produkt wird potenziert, indem (@-b)2 =a?-b® 83
zieren man jeden Taktor potenziert.
Ein Bruch wird potenziert, indem man a\® - fi 82
Zahler und Nenner potenziert. B e
Eine Potenz gelangt vom Zihler in den a? _ 1 82
Nenner bzw. umgekehrt, indem man das T "
Vorzeichen des Exponenten umkehrt. X .
.
@1
Jede Potenz mit dem Exponenten ,,0" a®* =1 83
hat den Wert 1.
Eine Potenz wird potenziert, indem | {a®-b%? — a®2b%% = atd® 84
man die Expenenten multipliziert.
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Rech-
nungsart

Regel

Beispiel

Seite

Radi-

zieren

Die Basis kann bestimmt werden, wenn
Potenzwert und Exponent bekannt ist.

Der Wurzelwert ist bei geraden Expo-
nenten und positiven Radikanden positiv
oder negativ.

Der Wurzelwert hat bei ungeraden
Exponcnten das Vorzeichen der Basis.

Der Wurzelwert aus geraden Wurzeln
und negativen Zahlen ist imaginir.

Waurzeln mit gleichen Exponenten
werden unier einem Wurzelzeichen
multipliziert.

Gleichnamige Wurzeln werden unter
einem Wurzelzeichen dividiert.

Potenzen werden radrziert, indem man
den Exponenten des Radikanden durch
den Wurzelexponenten dividiert und
das Wurzelzeichen wegliBt.

Eine Wurzel wird potenziert, indem
man den Radikanden potenziert und die
‘Whurzel mit dem Exponenten beibehiilt.

Eine Wurzel wird radiziert, indem der
Radikand mit dem Produkt der Wurzel-
exponenten radiziert wird.

Jede Wurzel kann als Potenz mit einem
Bruch im Exponenten geschrieben
werden und umgekehrt.

-
=
&
II
-

~w
3
l

b
-

an—1__

®
Il

+ ¢

2n—1

—a = — b

i _
f—a = + di

ya Yo

YT

94

98

98

99

99

100

100

100

101

102
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6. Die Lehre von den Gleichungen

6.1. Allgemeines

Eine Gleichung ist die Verbindung zweier gleicher Gréfien durch das Gleich-
heitszeichen,

10 + 10 = 20

Die ecinfachste Vorstellung von der Gleichung gibt uns eine einfache Hebel-

waage. Man ist stets bemiht, sic ins Gleichgewicht zu bringer_l. I?ie
Waage befindet sich im
Gleichgewicht, wenn das
Gewicht auf der linken
Seite mit dem Gewicht
auf der rechten Seite
gleich ist.

T 10 4+ 10 — 20

[ ] Abb. 6.1

Wenn das Gewicht auf der einen Seite der Waage verdndert wird, so wird
das Gleichgewicht gestért. Das Gleichgewicht bleibt jedoch erhalten, wenn
man auf beiden Seiten die gleiche Verdnderung vornimmt.

=

il | | I—

Beispiel:

i i i rpsetzt werden, dann
Wenn bei der dargestellten Waage auf beiden Sc1t;n 5 kg xiigese en,
bleibt das Gleichgeowicht erhalten, weil auf beiden Seiten 25 kg varhanden sind.

Eine Gleichung bleibt erhalten, wenn man auf beiden Seiten der Gleichung
wic folgt vorgeht:

2-10 = 20
1. die gleiche Zahl addiert 2-10+5= 2045
2. die gleiche Zahl subtrahiert 216 —5= 20—35
3. mit der gleichen Zahl multipliziert 210 -« = 20 -5
4, durch die gleiche Zahl dividiert 2.10 : 5= 20 : 5
5. mit der gleichen Zahl quadriert (21008 = EE).Z
6. die gleiche Wurzel zieht |/2_Hﬁ) = VZD
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Wir erkennen, dall beide Seiten der Gleichungen im Ergebnis — trotz der
vorgenommenen Anderungen — immer gleich groB bleiben. Wichtig ist,
daB die Gleichungen auf beiden Seiten in gleicher Weise geindert werden.

In den Gleichungen werden nicht nur bestimmte Zahlen (2 - 10 = 20),
sonidern mchr noch die allgemeinen Zahlen verwendet, z. B.:

a+b=¢c4+4d

Wenn wir in der vorstehenden Gleichung die Werte fur die linke und rechte Seite
der Gleichung kennen und einsetzen, so wird sich herausstellen, da beide Seiten
gleich sind,z.B.:a =35; b=3; ¢c=2; d =6

darausergibtsich: a +b =¢ + d
534+43=2+6
§ =28

In diesem Beispiel waren alle Werte der Gleichung bekannt oder vorher
bestimmt. Uns interessieren aber noch mehr die Gleichungen mit unbekannten
Werten. Wir sprechen dann von Gleichungen mit einer oder zwei Unbe-
kannten. Die Unbekannten werden meistens mit den letzten Buchstaben
des Alphabets #, y, 7 bezeichnet.

Mit einer Gleichung kann man nur cine Unbekannte (x) finden. Soll man
zwel Unbekannte (v und 3} finden, so braucht man zwei verschiedene Glei-
chungen. Wir wollen uns nur mit einfachen Gleichungen mit einer Unbe-
kannten befassen, z. B.

12 = 3»
Die ITnbekannti soll allein auf die linke Seity kommen, Man kann anch die rechte
seite nehimen, wber es hat sich eingebiirgert, e linke zu nehinen, weil wir ja von
links nonch rechts schreiben ; so erhaltten wir auf ilis Frage ¥ = 2 die Antwort rechts

dlanebet.

Es ist besonders fiir den Anfinger ratsam, nur Schritt fiir Schritt den Wert von #
zu ermitteln; die Unbekannte # wird also nur allmihlich allein auf die linke Seite
kommen.

Bietrachtan wir das Beispiel 12 = 3z, so veplauschen wir zunachst die beiden Seiten
der Gleichiing und erhalten 3x = 12, Wir selien, uli 2 noch den Faktor 3 hat; um
nun = allein xu bekommen, miissen wir diesen Fabitor wegschaffen.

In dem Hefspiel 3xr + 5 = 17 miissen wir auBerdem noch die GroBe 5 auf dis
rechte Seite lirinpgen. Noch andere Veranderungen der Gleichung kénnen nétig sein,

aber in |edom Ville geht die Verinderung einer Gleichung auf die Hauptregel
zurirck:

Eine Gleichung bleibt gleich, wenn sie auf beiden Seiten in gleicher Weise
verdndert wird.
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Laft man also links eine Grofe weg, so muB die gleiche GréBe auch rechts
weggenommen werden. Fiigt man links etwas hinzu, so mul das gleiche
rechts hinzugefiigt werden. Muiltipliziere ich links, so mul ich rechts eben-
falls multiplizieren, ebenso dividieren, potenzieren und radizieren.

An den folgenden Beispielen wollen wir das Vorstehende erproben:
x4+ 9 =11
Dic Unbekannte » soll allein stehen, Um die 9 wegzuschaffen, subtrahiere ich
sie, so daf die linke Seite nun heiBt
x4+ 9—9 =
Wir haben aber gehort, dal man die rechte Seite in gleicher Weise ver-
indern muB. Die Gleichung heiBt also:

¥ +90—9=11—9

Die GroBen -+ 9 und — 9 heben sich auf der linken Seite auf, es bleibt also

x =11-—9
83 = 7

Wir kénnen den Rechenvorgang auch im Kopfe ausfithren; d. h., wir denken
uns links -~ 9 weg, rechts aber schreiben wir — 9 hinzu. Es sieht dann so aus,
als sei die 9 von links nach rechis gekommen, jedoch mit umgekehrtem
Vorzeichen.

Merke:

Eine Grofe mit - kommt auf die andere Seite der Gleichung mit —; ehenso
kommt natirlich eine Gréfe mit — auf die andere Seite mit +.

Beispiel: 56— 17 =18
53 = 18 + 7
5¢ = 25

Die Unbekannte ,,#* steht aber noch nicht alleine auf der linken Seite. Deshalb
miissen jetzt beide Seiten durch die gleiche Zahl 5 geteilt werden, dann erhalten wir:

Sz 25
5 5
x =23
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Wichtig ist, daB bei allen Aufgaben die Gleichheitszeichen immer genau
untereinander geschrieben werden.

Wenn die Unbekannte x in einem Bruch (in unserem Beispiel im Zihler)
enthalten ist, dann beseitigen wir den Bruch, indem wir beide Sciten mit dem
Nennerdes Bruches multiplizieren.

Beispiet z 3
ispioel: - =
s h

In diesem Beispiel multiplizieren wir beide Seiten mit - 4:

4 =34

B ORR

= 12

Beim Multiplizieren und Dividieren kénnen wir uns folgendes vorstellen:
Stf!ht links ein Faktor bei einer Unbekannten in der Multiplikation, so
bringen wir ihn auf die rechte Seite in den Nenner als Divisor.

Bedspiel: 5% = 25
25

3 = —

5

Umgekehrt geht der Divisor von der linken auf die rechte Seite 1n die Multi-
plikation als Faktor.

Beispiel:

Merke:

Aus der Multiplikation (-} wird auf der anderen Seite der Gleichung eine
Division () und umgekehrt.

Beim Potenzieren und Radizieren kénnen wir wie folgt vorgehen:

Ist die Unbekannte » auf der einen Seite der Gleichung in einer Potenz ent-
halten (x2), so miissen beide Seiten radiziert werden.

Beispiel: 2? =

w
[

=

)

B

I
o | i W
EEE

Ist die Unbekannte auf der e¢inen Seite der Gleichung in einer Wurzel enthal-
ten, so potenzieren wir beide Seiten der Gleichung.
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Beispiel: V2 =7

=7
(I/i) =
¥ =49

Aus dem Bisherigen erkennen wir, daB beide Seiten der Gleichung in
gleicher Weise verandert werden, wenn auf der anderen Seite der entgegen-
gesetzte Rechenvorgang durchgefiihrt wird.

Merke:
aus -+ wird —  auf der anderen Seite
aus — wird <+  auf der anderen Seite
aus . wird auf der anderen Seite

aus 3 wird auf der anderen Seite
aus ]/; wird @2 auf der anderen Seite
aus a? wird Va_ auf der anderen Seite

Gleichungen bleiben erhalten, wenn man beide Seiten umkehrt.

Belspiel: 1 1
x 2
x 2
Umkehrung: -==
1 1
Ergebnis: =2

1
Die Richtigkeit dieser Rechnung ist wie folgt zu beweisen: Um den Bruch - zu be-
%

seitigen, werden beide Seiten mit x multipliziert, also

1 1
—-F ==X
EY 2
1
1l=-=x
2

1
Um jetzt den BruchEz'u beseitigen, multipliziere ich beide Seiten mit 2, also

1
1:2=—-+2:2

2

2 ==

oder x = 2

Damit ist die Richtigkeit der Rechnung bei der Umkehrung von Gleichun-
gen bewiesen, weil » in beiden Fillen 2 ergibt.
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Nach dieser kurzen Einleitung noch einen kleinen {berblick:

Esgibt Gleichungen ersten Grades, zweiten Grades, dritten Grades usw, Beiden
Gleichungen ersten Grades kommen nur GréBen vor, die in der ersten Potenz
stehen (#, ¥, @, b stehen in der ersten Potenz); diese GGleichungen sind fiir uns
die weitaws wichtigsten. Bei den Gleichungen zweiten Grades kommen die
Unbekinnten in der zweiten Potenz, also im Quadrat vor (#2, 32, a2 usw.).
Bei den Gleichungen dritten Grades kommen die Unbekannten in der
dritten Potenz, also im Kubus vor {8, »3, at ugw.), Die Gleichungen swaiten
Grades kommen fiir uns weniger, die dritten Grades iihr:r'lmuﬁt nicht in
Betra.cht. Wir wollen uns deshalb anf flie Gleichongen ersten Grades mit
ciner Unbekannten beschrinken.

6.2, Das Umstellen und Lésen von Gleichungen

Die Unbekannte wird in der Regel kurz mit dem Lleinen Iateinischen Buch-
sta‘bfan % bezeichnet. Die zur Lésung .bekannten GréBen kdnnen entweder
bestimmte Zahlen oder Buchstaben (allgemeine Zahlen) sein. Als Buchstaben
nimmt man die des kleinen lateinischen Alphabets, und zwar beginnt man
mit a, &, ¢ usw. )

Belsplele:

Bestimmte Zahlen: Allgemeine Zahlen:

1. »49=11 T +a=2>5
¥ =11-—9 x=b—a
¥ =2
2. 2—9 =11 r—a=2»%
=11 4+ 9 *x=b-+a
x =20
3. x+ 9=11 e = b
11
X = = x=£
9 " a
2
% = 1-
9
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4. f—n
9
e iof
x = 99

£ 2 =11
x =y
x =3,..

G Va =11
x = 11?2
x = 121

7. 5x+11x = 48

16x = 48

48
* 716
xr=3

8. 12y—7y = 95

5y =95
y =19
9. 5758 — 124 + 2z =
5,75x — 5,125x 4 2x =
2,625x =
X =
% =

x
P
x
x
x‘l
x
%53
ax + bx
% (& + B
x
ay — by
y{a— 15
¥
5,125% — 61
— 61 4+ 124
63
63
2,625
24

fernmeld

b
BE
¢
c
c
a + b
¢
¢
c
a — b

i h n dem 9 BeiSPiEI dafl man alle Unbekannten auf die linke Seite zie
Wir sehen a
Bei Sei tenwechsel Vorzeichen umkehren!

10. 8% -4+ 3z -2=8%+8

i i 0 i leichen Vor-
Stehen auf beiden Seiten der Gleichung die gleichen Grofen mit den g
zeichen, so konnen sie weggelassen werden.

Man stelle sich vor: Auf ciner Wange stehen

biderspits gleichviel Gowichte; die

i ARES in gleleh grobes
Waage ist im Gleichgewinht. Man kanu nus von jeder VWaagschale ein gleich g

Gewicht wegnehmen, ohne dall d

Gleichung ist mit einer Waage zu
so heift die Gleichung:

4 +3x—12
3x
3z
E7

at Gleichgewicht gestirt wird,

e vorstehends

vergleichen. Lassen wir B auf beiden Seiten weg,

— 4 2

o &N 0C 0D
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Jetzt folgen Beispiele mit Klammern:

Als Anfénger sollte man immer Schritt fiir Schritt ver,

gehen. Wichtig 1st, daB die
Gleichheitszeichen untereinander stehen.

11. 4r — (5 —24) =5¢y—3
45 —35 4+ 2¢x =5r—3
4% 4+ 22 — 52 =5 __3
6x — 51 = 2
r =2
12, 8x—[5ﬁ4x+(8g2x)+ll—ﬁx]=10x+26
8y — [5—4x + 8 — 24 + 11 —»] = 10x + 26
By — 5+ 45 38 + 2% — 11 + % = 10x + 26
Bx +4x + 2x 4+ 5 —10r— 26 + 5 +8 411
v —10r= 26 4+ 24
3% = 50
¥ = 10
13, 20— (x —2) =(2v 4+ 1).2
20— x4 2 = 4y + 2
— A —dx = 2 _ 20 _2
— S5x = —20
- = — 4

Beachten Sie: Im Ergebnis der vorstehenden Gl
Wenn beide Sciten der Gleichung mit — 1

eichung stéren die negativen Werte.
Unbekannte ,,x positiv,

multipliziert werden, dann wird die

(—1) - —x

x;‘!-

14, (11— 32)? + (15 — 4x)% — (20 — 54)2 _ 12
(11 — 32) (11 — 32) 4 (15-—4%) (15 — 42) — (20 _ 52) (20— 5x) —12
121 --33%—33x 4 947 | 225 605 —60x 1 164° — 400-—100x — 100z + 25,2 12

Alle Unbekannten nach imks! Die Bekannten nach rechis! Vorzeichen umlkehren?
Ox® 4 16x% — 2522 — 664 — 1205 + 200x = 400 — 12 — 121 — 225
14y = 42
¥ =13

Da sich hier die GréBen 12

gegenseitig aufheben, ist dies nur scheinbar eine quadra-
tische Gleichung.

15, .y

9

¥ =79

x = 63
éqg d(eB)Division auf der linken Seite (:9) wird eine Multiplikation auf der rechten
Seite (-9).
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72
18
_ 17. — 418 =48
16. 7_3 x+
72
3% = 18 72 =30
,=E 0% = 72
3 72
r =6 x—30
x =24
18. * x x
4 4Z=95
2+4+5
4
s + 5% 4 £ _ os
20
L
20
19z = 95 - 20
95 - 20
*="1o
x = 100
4 6 2
19. 4,28 2
X ¥ X
2
Ao R
3 x ¥
T4 _ 2 (beide Seiten mit — 1 multiplizieren)
¥
— 4 =—2x
4 = 2%
2 = 4
4
*=72
F=2
20. x — 3 x — 4

2t — 9 2x — 6
Um den Nenner 2x — 9 zu beseitigen, werden beide Seiten mit 2 — 9 multipliziert:
(xr—5)(2x—9) (¥— 4} 2z — 9)

2% —9 27 —6
(x—4) (2x —9)
et T e
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Um nun auch den Nenner 2x — 6 zu beseitigen, werden beide Seiten mit 2y — 6
multipliziert:
x—4) (2x—9) (2x — 6)
B 2% —6
(#—5) (22 —6) = (s —4) (2x — 9
22" —10x — 67 + 30 = 22 — Bx — 9x + 36
23" — 248 — 10x — 63 + 8% + 92 = 36 — 30
— 16x +17x =6
=6

{(x — 5) (2x — 6)

Wir wollen in dieser Aufgabe zur Probe den Wert » = 6 einsetzen. Also:
% — 5 x — 4
2x—9 26— 6
6—35 6— 4
260 2646

W W]
Wl Gy

Bevor wir zu den reinen Buehstabengleichungen iibergehen, wollen wir uns noch die
Fragen stollen: 2o wolchem Zweck verlindern wir die Gleichungen ? Warum setzt
man nicht gleich die Zahlen ein ?

Antwort:

Es gibt Formeln, |n dutien eine andere GroBe ausgerechnet werden muf, als
diejenige, fiir die eine Formel gernds aufgestellt ist.

Beispiel: U =d4d - »
(Umfi'mg ist Durchmesser mal 3,14)

Angenommen, der Umfang ist bekannt; wir wollen aber den Durchmesser wissen.
Es muB deshalb die Unbekannte ,,&* auf die linke Seite gebracht werden.

dew =U
U

d=—
™

Wenn wir jetzt die Zahlen fiir U und = (3,14) einsetzen, dann kénnen wir den
Durchmesser des Kreises ausrechnen.

— 117 —




fernmeld

Nun eine Reihe von Beispielen mit Buchstaben:

2, x+ta=25b 2. a4+ x—b=¢
x=b—a ¥=c¢c—a-+b

2. a—ax =10 24, a—axs—bb=¢
—2z=b—a — x=c—a+b
¥=a—b r=a—b—c¢

In den vorstehenden Beispielen sind beide Seiten mit — 1 multipliziert worden,
dadurch wird die Unbekannte x positiv.

25. ax = b 26. ax—b=c¢
b
%= ar =¢ +b
“ b [
x =
a
27.a—bx = ¢ 28. av + b=¢
—bx=c—a ax = ¢—25
{beide Seiten - — 1) g "_—_b
bx =a—¢ i
a-——c
X =

In dem folgenden Beispiel wollen wir zunichst einmal den Wert fiir » ermitteln,
indem wir fiir a = 5, b = 6 und ¢ = 7 ecinsetzen:

c—&
29. X =
a
7—6
¥ =——
5
1
¥ =~
3

Stellen wir nun obige Gleichung nach e, b und ¢ um, so miissen sich die vorge-
sehenen Werte wieder einstellen,

—b
a) a=s b) exr=¢—> cg ex=¢ —b
X
7—6
a = b=c—ax c=ax + b
15 b 7 51 51+6
= — = — - e = .
=7 5 5
5 b=7—1 c=14+6
1-5
a=—— b=656 ¢ =17
1
=35

30. ax+b=x+4+d 3. ax— b=a—bx
ar +bx =a + b
x(e+b) =at+d
d—5 a+ b

= X =
+ &

a
x=1
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Der Wert # kann in den vorstehenden Beispielen ansgeklammert werden. (Wiirde
man # wieder in die Klammer hineinmultiplizieren, so wére der alte Zustand wieder

hergestellt.)
32, 3¥x —7a 4 8b = 52—«
x4+ x=5a+7a—8b
4y = 12a — 8b
122 — Bb
7= —
4
4 (32 — 2b)
r=—
4
% =3a—2b
33, 5a¢b— 3ax + ¢ = — 4ax 4 8ab — 2¢
— 3ax + 4ax = 8agb — S5ab — 2c —¢
ay = 3ab — 3¢
3ab — 3¢
X e
a
3 (ab — )
= —
a
34, —atbrxr—{(x—e)b=c(b—2x)
pr—a-—bx + be = be —ex
—a = —c¢x
X =a
a
X =-
¢

a
Probe: Fir x setzen wir — ein:
[

bra a a
— 8t e e (-— )b =c (b — )
S ¢ ¢

ab ab ac
—a4 ———+ b =b——
¢ ¢ c
— a4 =—214a
0=0

ab ab
Auf der linken Seite der Gleichung heben sich — gegen — — auf. AuBerdem he-
c c

ben sich auf beiden Seiten der Gleichung gleiche GriBen mit gleichen Vorzeichen
(be) auf; ebenso -— & gegen — a.

35.

x 36. ax
Z=b — =
a b
¥ = ab ar = be
be
£ =—
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a7 ax 38. be

— ¢ =d g — — w= d
b+ x
be
-a—x=d-—5 ——=d—a
b ¥
ar =(d—e) b {beide Seiten - — 1)
d—2¢) b be
ik Y e
a x
a
30, -—b=—-+44 be = (a—d) x
x
@ ¢ be
- —=—b+4d =%
'y S a—d
a— ¢ be
=b+d ¥ =
x a—d
a—¢=1(b x
a — ¢
X =
b 4+ d
1 1 1
40, r==4 -4 -
a ] ¢

Wir miissen in dem vorstehenden Beispiel zunichst die drei Briiche auf einen
gemeinsamen Bruchstrich bringen. Der Hauptnenner heilt danna b ¢.

1 1 1 ichawel 111

== 4 - 4= vergleichsweise: ¥ == + - + -

8 =S T e TS . 2737%
bs 4 ac -+ ab ) . 3:442-4+2-3
= — vergleichsweise: 2z = -

abc 2-3-4
12+ 846
P =—
24

Dirch don varstehonden Vergleich mit bestimmten Zahlen 108t sich die Rechen-
operatinn lLgsser verstehen, Aus dem Produlet der einzelnen Nenner (24 3-4) erhal-
£ wir don Huanptnonnor, Ober dem gemoinsamen Bruchutrich erschelnen im &ih-
lor anslella der sherigen Kineolbiiiche die sinzelnen Faktoren des Haupthenners,
jedueh mit cinor Ausnahme (2. B. I). Die Ausnahme ergibt sich dureh dle Erwai-
terung der cinzelnen Briche mit dem Hauptnennor.

Hierzu folgende Beispiele:

1 3.4 1 be
- == oder — =
2 2-3-4 a abe
1 2.4 1 ¥
Ebensoist; — = ———— oder — = ——
3 2-3-4 b abe¢
41, 1 1 1
oo
" i e
(fe o ae 4 ol
(e
b
(be 4 ac < ab) x = abe

b
= be = ae + ab
— 120 —
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42,

x b
a+x_;
x =b(a 4+ 2}
x¢ = ba + bx
%6 — by = ab
%{c—b) = ab
ab
X =
c — b

Wir sehen, & -+ x riickt von links unten auf die rechte Seite nach cben i i
2 8 - i n in den Zahler.
Aus der Division wird auf der anderen Seite eine Multiplikation. Es wird sozu:agzrn

kreuzweise { x ) multipliziert,

Wichtig ist hierbei, daB & 4 # als ein gemeinsamer Ansdrock behandelt wi
, 3 rd. (2
muB als Klammerausdruck von unten links nach abon roclits rilelen nnd (nu—txg

multipliziert werden.

Wir diirfen niemals einen Ausdruck unter einem Bruchstrich aufirennen und &

oder r einzeln multiplizieren.

43. x _E 44, b a4 =
a—x ¢ ;=b+x
x =b(a—x b+xdb=(a+2c¢c
# = ab — bx B 4 by = ac + ¢x
bx 4+ ¢x = ab bx —cx = ac — b2
2 +¢) =ab x(b—¢) =ac— 0
_ab ac — b
Tb 4 ¢ j';=_b——f;
45. 4% 78
2+ "5

Wenn wir bei der vorstehenden Aufgulie die linke Seite
ir be : ] y glelchmamig muchen, dann
haben wir wieder auf beiden Seiten einen Bruch, somit kann T:reugwu;!e multipli-

ziert werden.

2a 4+ 3b

4x —

5(2a +3b) b

{2 + 38) 3a
5(2 +3b) 7

2z +3  S5a

5z [4x — 5 (22 + 3b))

5a [4x —

20ax — 50a*® — 75ab

46.

= 7b (2a + 3b)
10a — 158] = 14ab 4 2189
= 14ab + 213

20ax = l4ab + 75ab -+ 218 4 504
e 89ab + 215* 4 50a0
Ala

S5ax

a

b—3a=10x
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Bei der vorstehenden Aufgabe ktnnen wir nicht krenzweise multiplizieren; das geht
nur bei zwei Briichen,

Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichungen mit (¢ — b), damit der Ansdruck im
Nenner verschwindet.

Sax (a —b)

a—b
S5ax — 3a® 4 3ab = 10ax — 10bx

Sax — 10ax 4 10bx = 3a® — 3ab

x (5a — 10a - 10b) = 3a (¢ — b}

3a {a — b)

=

5 (20 — a)

—3a(a—0b) =10z (a — b)

6.3. Kurze Zusammenfassung der wichtigsten Regeln
fiir das Rechnen mit Gleichungen

a) Beachten Sie, daB jede Rechenoperation mit beiden gesamten Seiten der Glei-
chung durchzufithren ist!

b) Priifen Sie, ob die Gleichung durch Ausklammern eines gemeinsamen Faktors
vereinfacht werden kann. Ist die Unbekannte z. B. in mehreren Gliedern ent-
halten, wird die Gleichung durch Ausklammern der Unbekannten leicht zu
ldsen sein.

c) Kommt die Unbekannte in Klammem vor, so sind die Klammern aufzulfsen.

d) Steht die Unbekannte im Zahler oder Nenner eines Bruches, so empfiehlt es sich,
die Briiche zu beseitigen.

e) Vorsicht beim Rechnen mit gemischten Zahlen!
Gemischte Zahlen méglichst in unechte Briiche umwandeln.

f) Von der Summe oder Differenz von Briichen kann man erst den Kehrwert bilden,
nachdem man die Briiche gleichnamig gemacht und zu einem Bruch zusammen-
gefaBt hat.

Beis'll 1+1 b+a b4+a
jel: — = — +— =— 4 — =
. * a b ab ab ab
ab
X =
b+ a

g) Niemals aus einer Summe oder Differenz kiirzen! Hier darf nur gekiirzt werden,
| wenn ein gemeinsamer Faktor ansgeklammert werden kann,

Beispiel :
20 - B — de
o 2
& (a -} 30 — 2¢) (jetzt dari gekiirzt werden, da ,,2*
* = = im Zihler als Faktor steht)

¥ =a + 3b—2
— 122 —

h) Steht die Unbekannte im Nenner eines Doppelbruchs, so sind die Regeln fiir das
Bruchrechnen zu beachten:

4
1. Beispiel: 2= T (Zahl durch Bruch)
x
x
2=4- 1 (mit dem Kehrwert malnehmen)
2 = 4x
2 1
== = —
4 2
2, Beispiel: 6 2
» Belsplel: i (Zahl durch Summe oder Differenz
- — = von Briichen) }
2 x
2
6 =—-—
x 2
2% 2x
2
6 = e {Briiche gleichnamig machen und
g = 2 zusammenfassen)
2z
2x
6=2- 7 (mit dem Kehrwert malnehmen)
x —
6{x—2) =225 {Bruch beseitigen)
6r —12 = 4% (Klammer aufltsen)
6z —4x = 12
2% =12 {(Unbekannte freistellen)
x=6

i) Nach Auflssung der Klammern und Beseitigung der Briiche:
1. beide Seiten der Gleichung ordnen,
2. auf beiden Seifen Gleiches zusammenfassen,

3. Gleichung so umstellen, daB alle Glieder mit der Unbekannten auf der
linken Seite, alle anderen Glieder auf der rechten Seite des Gleichheits-
zeichens stehen,

4. Unbekannte freistellen,
5. falls vor der Unbekannten ein Minuszeichen steht, die gesamte Gleichung
mit (— 1) malnehmen.

k) Die Probe ist grundsétzlich mit der Ausgangsgleichung durchzufiihren, da schon
in der ersten Umformung der Gleichung Fehler enthalten sein kénnten.
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Ubungsaufgaben:
395.a) & + 7 = 15
396.2) 64 4 7 = 100
397.a) 36 —x = 12
398.a)x +n=mn
399.a) ¥ —10 =0

400. a) 3% = 15

401, a) 55 = — 11x

z
402, a) — = 18
21

403.2) 42 + x = 50
404.8) x—1 =9

405.8) 27 =2 + 5
406.a) ¥ + 7 = 22
407.a) 45 — 17 = 31

408. 8) ax + 3m = 10m

409.a) 5x— 17 =11 — 2=z

x
410.a)a+7=10

b) % -+ 16 = 30
bx—18 =12
b17 —x =10
bb4+x=e
bja—=zx =0
b 1,7x = 3.4
b) 28 = 7

b =

m

Bb=x—d
bx+m=0
b 9% = (—27)
b7y —3 =18

b) 80 — 13x = 28
b) ax — 3b = 5b
b) 21x = 55 + 10#

27
b) 27 —— = 19
x

c)l +x=6
) —72 =128
¢} 100 — x = 9%

cgxr—a=10b

cjr—a =20
cjax = b
)91 =x-13

&) (—#) = (—6)
c) mnx = ma

a
9= = (%)
x

c}S5x—30 =0
¢} 100 —13x =9
)7 +5 =3« + 17

¢)19—12¢ =71 — 25%

- .
¢)— —4a = ba
n

ax Sax
411, a) 8a - = Ta b)— =m c) — = 8b
b 7b
12a 24 3x
412. a) —— = 3b b} — = 8ab c)— =29
x 3% 8
15x az 24
413.a) — =15 b)— =m c)— =8
19 ¢ E
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416.

Ubungsaufgaben:
65 B4 5
414, a) — = 13 b (—7) = — ) m = 2
o x x 3x
b 25
415.a) — =m blex + 3In = 12n c)— Tk + — = 184
ax F 1

) 4r —Tx —3 =B + 6 b)g+6=10

6.3.1. Ubungsgleichungen mit Klammerausdriicken

Beispiel:

24y — (14 + 155) + (28 — 61) = 20

1. Schritt: Klammer aufldsen 24x — 14 — 152 4 28 — 6x = 20
2. Schritt: Ordnen 24x — 15x — 6% = 20 4+ 14 — 28
3. Schritt: Zusammenfassen 3x =6
4. Schritt: Unbekannte freistellen X = g
5. Schritt: Ausrechnen ¥ =2
Probe: 24+.2—(14415-2) + (28 —6+2) =20

48 — 14 — 30 4 28 — 12 = 20
’ 20 = 20

417.

413.

419.

420.

421.

422.

Ubungsaufgaben:

35 — (2% — 5) = 18 — (32 — 11)

6% — (24 ~— 3%) = & — (2r — 6)

10 — (5 — 7) = 15 — 8y — (2 — 9)

(3% — 8a) + 55 — (3c — 6x) = 3a — (7b + 11a) — (3x — 126 — %)
Tm — (8x — 6n + p} — (3m — 4n) = (100 + z) — (Llx— 4m — p)

S—I9+79) +Br—1]=4+2x—7)
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Ubungsaufgaben:
423, 3x—[(3—104) — (65 —15) + (& + 9)] =0
424, 2% —[(8% +9) + 7] =5— (7 — 83)

425.2) 7 (x—2) =49 h) 7 (5x—3) + 9 =38

426. 3{22 +9)—9(4 +2) =3(5+2)—2( +6)
427. 5(3x—7) —7(28—3x+7 —2(5x—7a + 36) =0
428. 15(3—22) —40 (2 — ) = 24 (12— %)

429. 2 (3% + 5) — (37 —45%) + 13 {9 — 22) = 15 (6 — )

430.2) 12 =03 (24 +2) 1) 7 = (14— ) - 04

431.8) 2,5% + 7 (¥ + 1.5) = 29% b) 2,75 (17 — 34) = 0,5 (2 + 1)

432. 26(4x +3) =38 (5x—7)
433, 2(3—142) —4(5—163) +6(7T—182) +8=0
434, 435 —12 0,3z + 1,2) = 0,3 (20x — 9) — 2 (4.6x — 2) — 0,1
435. 2 (x —0,1) + 3 {2z — 0,01) + 4 (35 — 0,001) = 24,446
436, 7(3::+E)—6(4x—£)——5(5x+£)+2§—=
2 3 4 4

1 1
437, 5(r—7)—15 =36 — T —4 (35 —5)

438.a)p (@ +b) =g-a,gesuchte D! =(x—a)? 4+

439.2)a (z + f) = 2a8 D) 3af = (6 — )8

40, 2023—2—2]—2=—(5—6)
4. 5B —(7T—20]—7 @ +5 +3=3[143—2x—2—70
442, 4[Br—5(7—4x) +9(6—3%) + 12x] =7 [165—2(7x—10} + 2 (2x—1)]
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Ubungsauigaben:

443, 7[4—2(35—5)+2— ]~ 9(32—15) = 4[2(4x—11)—3(32—7)]— 35
M4 4 (28 — (2x —3)] = 46— [3(7 — 22) — 5(7x + 22)]

445, (20 + %) (20— 2) = (z + 2) (46 — 2)

46, (x +1) (¥ —3) = 2(x + 1) 2 2+ 3)

MT. 42 (B—2) = (5447 —4) + 2z + 29

48, (5r41) (25— 1) — (25 +1) (35 —5) =4 (x+3) (r—1) —4
449, (v +3,3) (v + 45) = (x + 5.5) (r + 6,5) — 28

450. (245 —1) 25 —4,5) = (257 + 3) (L2x + 1) + 185" — 55,2
451. (3 + %) (28 + 5) — 30 = Za{x + 3)

452 (2r—a) (2 —1) = 2 [+(2% + 0) — a¥]

453, (s 4B +2)—b=(r+a)(r+1)—2a

454 @4+ HP—nN=(@+H@—5—bl—a

455. 28— [137 — (8 — 58)] = 31 — [7x — {40 — 10%)]

456.  a— [2b— (3a + 2x)] = 4b — [154 + (85 — 32)]

457.0) 5 —(m—m) = (m +m) —2¢  b)a— (s — 25) = 3a 4 25
458. a— (6b— 1) = b— (25— g -+ 58)

459.  17m + [3n — (p— 7%)] = 15p — [(4m — 11n) — 82]

460. 7 (Tx—6) + 13 (32 — 5) = 4 (Tx — B)

461 4(4—0%) —17 (3—42) = 11 (4 — 11x) — 7 (2 — 74)

462 T[x—11(x—2)] — (v +12) = 0

463. 25— 3 [x— 5+ (22— 3)] = 23x
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6.3.2. Ubungsgleichungen mit Briichen und Klammerausdriicken
6.3.2.1. Gleichnamige Briiche

Merke:
In einer Gleichung mit gleichnamigen Briichen auf beiden Seiten der Gleichung
kann der Nenner einfach fortgelassen werden.
6(x+2) 3(2x44)
5 5
6(x +2)=3(2x+4)

Beispicl:

6.3.2.2. Ungleichnamige Briiche

Merke:

In einer Gleichung mit ungleichnamigen Brichen auf beiden Seiten der Glei-
chung ist die Ldsung folgemiermalien durchzufhren:

x — 2 ¥ — 3
Beispiel: =
3 2
1. Schritt: Beide Briche gleichnamig machen 2(x—2) 3{(x—3)
(Hauptnenner = 6) 6 = P
2. Schritt: Der Nénner kann nunmehr, wie unter 2 (x — 2) = 3 (x —3)
fi.3.2.1. gesagt, forigelassen werden,
3. Schritt: Klammern ausmultiplizieren 22— 4 =3x—9
4, Schritt: Ordnen 99— 4 = 35— 2«
5. Schritt: Zusammenfassen 5=1x
5
6. Schritt: Unbekannte freistellen 0 =x
7. Schritt: Ausrechnen 5==»
8. Schritt: Unbekannte auf die linke Seite schreiben x=35
Ubungsaufgaben:
6 7 3 a b 7
464.a) - + — + - =22 b-4+-=m ) ——==——=
x E R ¥ X ¥ 6
% ¥ X
465.a) — — 48 = 6a bja——=¢ C)=—==
® 3 4
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Ubungsaufgaben:
¥y ¥ = 3r 5
466.8) = += =26 b) — - =1 o
8 5 )y e =10 99— =*
4z x E x
467.2) — —.22 == b) o 4. & —
5 4 g tg=7
x x &
468.a) = —— . =2 bBr=l4ogi E % _F
5 10 15 2tats vt
3x S5x 5x
469.8) 43212 X _ g P G H _ ix
4 6 9 1z 9 i=%—7
¥ — 2 z 4+ 17 —
470. 3) _ by 5w 41 = X025
2 5 2
5x — .
. Z T2 S5 S
4 8 16
M2 a1t g P 2_F—3
x—3 3 2
473,‘a)"f—1=x+2 b)x+5=x+1 C2x+4_3x+2
4 2 3 2 6 8
x + 4 xr— 4
474. a) —2 wigrrl .,
14 6 2 7
3r 100 — 5x
475.2) — + _29 piH ¥
4 6 9 7
x — 8 ¥ — 3 5 1
476. a) + Jo 7 ar 5 — |
7 3 ta=°% P -t
5 _
477, ) b+ 26-—3 19 B 0% _ lUr— 1
8 7 28 9 4
10x -+ 3 6xr — 7
M8.a) — s —10r—10 D) Lo ¢
. - ¥ +1 x—1
1
479. a) ¢ b+ 8 = c

¥ 2 6r—4

2Zr—1 7z +1
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Ubungsaufgaben:

480 2 1 b) 2x—3 12 4+ # 9 ) 2 5 1
b == g = — _ 7 .
3 5 9 B 71 1 2

_.+.-

2 x
52 4+ 3 10— 2x z 36
. B N ¥ Ik b) (12— 4} i= = —
481. a) 55 + — 3 3 ¥ ) ( ) 5”3

6.3.3. Angewandte oder eingekleidete Aufgaben

1. Beispiel:
Einem Wasserbehilter kann durch 3 Rohren Wasser zugefiihrt werden. Die eine

1
Roéhre fiillt ithn in 5, die andere in 6 und die dritte Réhre allein in 75 Stunden.

In welcher Zeit ist der Behilter voll, wenn alle drei Roéhren zugleich gebifnet
werden ?

Losung: Man iiberlegt sich, wonach gefrage st Hier ist nach der Zeit gefragt, wie
viele Stunden dauert es usw. Wir nalunen daher an, es dauert # Stunden, bis der
Behilter voll ist. Wenn in 2 Stunden der Behiilter voll ist, dann ist in einer Stunde

1
nur — des Behilters voll.
x

‘ 1
Wir wissen also jetzt, daB alle 3 Réhren zusammen in einer Stunde p des Behil-

ters fiillen. Da die erste Réhre 5 Stunden braucht, fiillt sie in einer Stunde 3 die

zwelte = die d!:[tte o '—)-
2

1
Alle drei Rtthren liefern also in einer Stunde 5 + = + o

1
Wir haben vorher festgestellt, in einer Stunde ist ~ voll. Beide Werte miissen
*

daher gleich groB sein. Folglich ist:

1 1 1 2
PR T
1 64+3+4
P
1 15
PR
1 1
x 3
r =2

Alle drei Rohren brauchen also 2 Stunden, bis der Behalter voll ist.
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2, Beispiel:

Die Abgangsorte zweier einander entgegenfahrender Lokomotiven sind 22,5 km
entfernt. Die erste Lokomotive legt 308 m in der Minute zuriick. Die zwelte legt
288 m in der Minute zuriick. Wenn nun die erste Lokomotive 15 Minuten
vor der zweiten abgefahren ist, wieviel Zeit nach Abfahrt der zweiten fahren sie
aneinander vorbei ?

Losung: Die erste Lokomotive fihrt 15 Minuten friher ab, hat also bis zur Abfahrt
der zweiten Lokomotive 15+ 308 m = 4620 m zurickgelegt.

Die ganze Strecke ist 22,500 km, davon ist die erste Lokomotive bereits 4,620 km
gefahren, Also sind beide Lokomotiven bei Abfabrt der zweiten nur noch 22,5 —
4,62 = 17,88 km auseinander. Sie kreuzen sich nicht in der Mitte; aber die Zeit,
die beide bis dahin fahren, ist gleich groS.

Diese unbekannte GroBe nehmen wir als » an. Die erste Lokomotive wird dann
in ¥ Minuten » - 308 m zuriicklegen. Die zweite wird in » Minuten x - 288 m
zuriicklegen. Die in dieser Zeit von beiden Lokomotiven zuriickgelegten Wege
ergeben zusammen die obengenannte Strecke von 17,88 km oder 17880 .

Damit haben wir die Gleichung gefunden: » - 308 4- » - 288 = 17880

596x = 17880
17880
X &= S—
596
x = 30

Also 30 Minuten nach Abfahrt der zweiten Lokomotive fahren sie aneinander
vorbei.

6.4. Das Umstellen von technischen Formeln

Das bisher Gelernte wollen wir nunmehr beith Umstellen von techmischen
Formeln anwenden. Wenn unsere Unbekannte bisher mit # bezeichnet
wurde, ist kiinftig immer das Formelzeichen als Unbekannte zu betrachten,
dessen Zahlenwert in einer Aufgabe unbekannt ist und gesucht wird. Es gibt
also bei einer Aufgabe immer bekannte GréBen und unbekannte GroBen.
Die bekannten GroBen sind in der Aufgabe ,,gegeben”. Die unbekannten
Gréfen werden ,,gesucht”, z. B.:
S

Formel: v = -

Gegeben: v und ¢
Gesucht: s

Unsere Unbekannte, die bisher mit x beseivhnnt wurde, heiBt hier 5. Die Formel ist
also so umzustellen, daB s auf der linken Seite iler Gluicliung allein steht.
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5

Lésung: v=T
1*v9 = s
§ = v+f

di 7w

Eine andere bekannte Formel lautet: 4 =

Gegeben: A4; =; 4

Gesucht: d
d -«
Lisung: =4
A 4 po—_—
A -4
;¢ I
hii

Wir suchen aber nicht d?, sondern den Durchmesser d. Ziehen wir auf beiden Seiten
der Gleichung die Wurzel, so sieht unsere Gleichung so ans:

‘=22

0.4.1. Anwendungen von Gleichungen in der Elektrotechnik

Beispiele; a) UF=I-R

In der vorstehenden Formel sind z. B. U und  bekannt; gesucht wird der Wert fiir R.

U
R —
I
e-!? :
b) R =g ! wird gesucht
A-R=9¢-"-1
A-R
| =—
e
c) R =R+ Rg + Rg + Ry R wird gesucht
Ry =R—Ryg— R3 — Ry
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d)

'-lbu mln—t :Ull—t

o)

1) R

R (Ry + Ry)

R-R + R Ry

R-Ry
R- Ry
R - R
Ry — R

g) U =

Ra

1 1

R1+Rg

1 i

'R Ry Ry

1

1 1

"R~ Rs Ry

1 1

®m TR

Ry + Ry

Ry - Ry

R + Ry

Ry + 1y

Ry - Re

Ry + Re

Ry - Ry

Ry + Rp

Ry~ Ry

Ry - Rg

Ry-Ry— R+ Ry

(R1 — R) Rg

Ry

I (Ri + Ra)

I+Ri + I-*Ra
= Ug—I-Ri

Ug—I-Ri

——

Usg TI-HRi

I I
=%—Ri

Ry wird gesucht

R wird gesucht

R wird gesucht

Ra wird gesucht



i)

k)

I

I

Rog =

Rog-a- Al

Ai

Wy

W2

Wg2
le - Ry

Ry

Rop (1 + a - A
R

1 4o dt
Rgo-l—Rgo'd.'Al
R — Ry

R — Ry

R — Ry

R20 N o

v
"Ry
Fis!
Ry

R,
iz

=Wa- Ry

Wa2 - Ry
W2
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i1 wird gesucht

I wird gesucht

I wird gesucht

Rgy wird gesucht

« wird gesucht

At wird gesucht

Ry wird gesucht

Ubungsaufgaben:
U
482, J = —
R
U I-
43, = @
T A

1 1 1 1
485, — = - 4 —
R . Ry R,
R, -+ R
486, R = — :
R, ++ R,
U
487. I = °
Ry + R,
I R
488, — = 21
I, R,
R R
489, 1 _ T4
RS RB

490, P=U-.1I
491. P=1I%:R
49Z2. B = 1,257 - H

493. R =Ry {1l +a-4d9

494, H = oum

495.

o
I
5
I
[
=

LR by

-

Ry

T

it i I [

b f

0

g

-
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Ubungsaufgaben:
i
496. I = =
R, + R, + R,
497. § !
= UE = 2 T I/L - G
- X
498. Z =
| RY + X7

49. w = l ]:

—,
n
500. Ry = —+ Ry
p
Uﬁ
501 P = —
R
1
502. wl = ——
wC
n- U
503. ] = —2 .
2 R+ R
- 1 s
?
Ugy — U
504, R = —— =
I, — I,

505. Up— I+ Ry =1-Ry + IR,

v, 0

b — —_— =1 I
506 R1+Rg 1+ I

Usg—1T-Ry

507. R} = 7

508. C = ———
4nt - [IL

Iy,

3

fr

i

S e T TR
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Ubungsaufgaben:

I{n- Ry + R,)
n

509. Uy =

DI._d'l .
5104 =2 d) 0 m

512 U—1I-R, = IR,

R, - R
513. R =
R, + R
1 1 1 1
514 — = — 4+ — 4 —
C C Cy Cy

S15- By = ®y - [1 + ﬂ(‘n_‘l)]
516 Uy I = Uy I; 4+ Ug - Iy

517. Z = Y RY + X2
518. Z = |/ R® + (XL — Xc)?

519. X = wl — —

520. Z = |'-"R' + (wl — lc)'
c

321, U = Uw® + (Ur — Ug)?

[ (' 0u

I

a '

e . e e T

s IV
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Ubungsaufgaben:
1 a1 1 zZ = 7
522. 7= l e 7 = 5
3 X = 7
1 X — X X = 7
523. = = L Xe =
Xe * X X1 = 7
ol — L R =2
wC L -
524 lang = = 1}
7 i
525. Welche Zahl muB man von 847 subtrahieren, um}’M—B zu erhalten ?

526.

527.

528.

329,

536.

531.

532.

4 2
‘Welche Zahl muB man mit 3 multiplizieren um 3 zu erhalten?

Wie groB ist der Bestand der Kasse, wenn nach Auszahlung des dritten
und siebenten Teils des vorhandenen Geldes noch 40 DM mehr als die
Hilfte iibrigbleibt ?

Eine Leiter hat 30 Sprossen. Hitte man den Abstand der einzelmen
Sprossen & c¢cm gréBer gemacht, so wire man mit 5 Sprossen weniger
ausgekommen. Wie weit sind die Sprossen voneinander entfernt ?

Es sollen 1000 DM unter 3 Personen A, B und C so verteilt werden, da3
A 50 DM mehr als B und C 40 DM weniger als B erhilt.

Durch Preisriickgang einer Ware um 50 DM fiir 100 kg verliert ein
Geschiftsmann beim Verkauf 200 DM. Um wieviel kg Ware handelt es
sich demnach ?

Ein Arbeiter erhielt 100 DM Wochenlohn. Nachdem er 10 DM seines
1

Barbestandes ausgegeben hatte, besal er noch um = mehr als vor der

Lohnzahlung. Wie hoch war sein anfinglicher Barbestand ?

Zwei Unternehmer haben fir 7560 DM eine Wegstrecke auszubessern;

sie beginnen gleichzeitig, und zwar an den enigegengesetzten Enden.

‘Weil sie 22 m von der Mitte zusammentreffen, erhilt der eine 560 DM
mehr als der andere, Wie lang ist die Strecke?
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6.5. Die allgemeine Bedeutung der GtoBen,
Formelzeichen, Werte, Einheiten und der
verschiedenartigen Gleichungen

6.5.1. GrioBen

Die Symbole in eirier technischen oder physikalischen Formel reprisentieren
Groflen, die durch Einheiten und Zahlenwerte bestimmt sind.

15
1I0m-5m

Beispiel: F

Die GroBienarten wie z. B. Linge, Masse und Zeit werden durch die entspre-
chenden Formelzeichen {, m und ¢ dargestellt.

Heispicle .

Cirtiart Formelzeichen Zahlenwert I Einheit
Lange i 100 m
Masse m 50 kg
Zeit ¢ 10 5
‘Wirkungsgrad 7 o0 —

6.5.2. Vorsiitze fiir Vielfache und Teile von Einheiten

Die technischen GréBen lassen sich hdufig durch Vorsitze fiir Vielfache und
Teile von Einheiten wesentlich vereinfachen und leichter verstindlich machen.

P =5000W=5+102W =5 kW
I = 00Zm =0,02-102m = 2 cm

Bei Rechenvorgingen sollen moglichst Zahlenwerte zwischen 1 und 1000
verwendet werden. Hierdurch wird nicht nur die Rechnung wvereinfacht,
sondern es werden auch Rechenfehler vermieden.

6.5.3. Strich- und Punktrechnung mit gleich- und ungleichartigen Griifen

Gleichartige GréBen haben gleiche Einheiten, wihrend das bei ungleichar-
tigen GréBen nicht der Fall ist.

Beispiele: ¢ = 1,2m, & = 0,82 m (gleichartige GroBen)
= 200N, m 100 g (ungleichartige GroBen)

Gleichartige Griflen kann man addieren, subtrahieren, multiplizieren und
dividieren.
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Beispiele: m = 1,2kg + 350g =1,2kg + 0,35kg == 1,55 kg
= 12kg—200g =12kg — 0,2kg = 1,0 kg
=2m-+50cm =2m-*05m = 1 m?
=16m :80 c¢cm =16m :08m = 2

2 oh R

Bei der Multiplikation werden auch die einzelnen gleichartigen Einheiten
multipliziert (m * m = m?2).

m
Bei der Division wird die Einheit des Quotienten gleich Eins (“—1 = 1).

Unéleicharﬁge Grofien kénnen nicht addiert oder subtrahiert werden.

Beispiele: 100 kg 4+ 20 N = (nicht ausrechenbar)
20 m2 — 10 ¢cm = (nicht ausrechenbar)

Die Strichrechnung kann mit ungleichartigen GréBen also nicht ausgefiihrt
werden, Dagegen ist die Punktrechnung mit ungleichartigen Griflen
moglich,

Bei der Multiplikation cder Division von ungleichartigen Gréflen ergeben sich
zusammengesetzie Einheiten.

Beispiele: 20N + 4m = 80 Nm

kg m

=8N
s2

m_

m
50m : 5s =10T

Zusammengesetzte Einheiten werden haufig nach Personen benannt; nian
nennt sie dann auch benannte Einheiten.

Kk,
Beispiele: S

= Newton
5
v
——— = Ohm
A
Vs E
= Henr
A o e
As
=. Farad
v
Vs = Weber
Vs
—— = Tesla
ms
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6.3.4. Grifengleichung

In einer Gréengleichung lassen sich mit Hilfe von Formelzeichen gesetz-
méaBige Zusammenhinge in Kurzform niederschreiben. AuBlerdem dient die
GréBengleichung zur Ausrechnung einer abgeleiteten oder unbekannten
GroBe, wenn die anderen GréBen bekannt sind.

Beispiel: Fy'ly = Fz - Iz (Hebelgesetz)
ly =Fa-1I
F

6.5.5. Zahlenwertgleichung

Eine Zahlenwertgleichung ist eine Gleichung, in der nicht die Formelzeichen,
sondern nur die Zahlenwerte mit den dazugehérenden Einheiten einznsetzen
sind. Bei umfangreicheren Zahlenwertgleichungen empfiehlt es sich, die ein-
zelnen Einheiten innerhalb der Gleichung wegzulassen und hierfiir eine
besondere Einheitengleichung aufzustellen (vgl. hierzu Abschn. 6.5.6).

GroBengleichung Zahlenwertgleichung
m

s = v -t (m) 5 =53—+12s =60m
s

s =512 =60m

6.5.6. Einheitengleichung

Eine Einheitengleichung ist eine Gleichung, in der nicht die Formelzeichen
und auch nicht die Zahlenwerte, sondern nur die Einheiten einzusetzen sind.

GréBengleichung Einheitengleichung
s =g+t (m) m

In der vorstehenden Einheitengleichung tritt ,,s°* einmal als Formelzeichen
fiir den Weg (5) und zum anderen als Kurzzeichen fiir die Einheit ,,Sekunde*
{s) auf. Die Einheit fiir die Zeit (s) kann itber und unter dem Bruchstrich ge-
kiirzt werden, so dafBl im Ergebnis die Einheit (m) fiir den Weg (s) iibrigbleibt.

Wir sehen, daB ein Buchstabe (hier: s) u.U. in einer Gleichung eine unter-
schiedliche Bedeutung haben kann. Zur Unterscheidung gleicher Buchstaben
fiir Formelzeichen und Einheiten werden die Formelzeichen stets schrig
(kursiv), die Einheiten dagegen gerade abgedruckt. '

— 141 —



fernmeld

6.5.7. Faktorengleichung

Faktorengleichuiigen sind Gleichungen, durch die feststehende Eigenscl}a.ften
bestimmter Workstofin angegelon werden. Sie bestchen aus Formelzeichen,

Zahlenwert und Einheit.

L m
Beispiele: g = 9,81 2
kg
= 8§91 —
¢ b dm?

6.5.8. Umrechnungsfaktorengleichung

Bei der Umrechnungsfaktorengleichung stehen auf beiden S?iten Zahlen-
werte mit gleichen Einheiten, jedoch mit unterschiedlicher GréBenordnung.

Beispiele: 1 km = 1000 m == 100000 cm
bei 1 kim = 1000 m betrigt der Umrechnungsfaktor:

I 1km- 0% ™ 000m = 10°m
km
1000 mH
L= 0,008 H = 0,008 H - ——— = 8mH
1 kHz=z
- - LR 10 kHz
§ = 10000 Hz = 10000 Hz - T ‘
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7. Die grafische Darstellung von
Funktionen

Wir haben im Abschn. 2 gesehen, daB die Veranderung einer Zahl bildlich
an der Zahlengeraden gezeigt werden kann. Wenn aber zwei voncinander
abhingige Grofen vorhanden sind, dann kann das nicht mehr an einer
Zahlengeraden dargestellt werden. Hierfiir dienen zur besseren Ubersicht
die grafischen Darstellungen.

Eine GréBe, die in ihrem Wert von einer anderen abhingt, ist eine Funktion
der anderen GriBe,

Wollen wir z. B. einen Uberblick iiber den Verlauf der Temperatur eines be-
stimmten Zeitabschnitts (z. B. eines Tages) bekommen, so lesen wir von
0 bis 24 Uhr alle 2 Stunden (u. U. auch stiindlich) am Thermometer die
Temperatur ab und tragen sie in eine Tabelle ein.

tlolz |46 |8 101214 16 18|20 [22]24
Toe- 112 (10 |10 | 9 |11 |13 [20 |22 [ 225 |21 |20 |18 |15

Nach der vorstehenden Tabelle kann man sich nur miihsam einen Uber-
blick iiber die Temperaturverhiltnisse wihrend eines Zeitabschnitts ver-
schaffen. Dagegen ist die folgende grafische Darstellung (Abb. 7.1) von weit
gréBerer Anschaulichkeit.

Das Bild zeigt deutlich die Vorteile der grafischen Darstellung. Man
erkennt sofort, wann die héchste und tiefste Temperatur herrscht, in wel-
chem Zeitraum die Temperatur am stirksten stieg, in welchem Zeitraum
sie gleichblieb usw. Auch ist es moglich, Zwischenwerte abzulesen (zu inter-
polieren). Welche Temperatur herrschte um 11.00 Uhr oder um 19.30 Uhr?
Doch ist hierbei Vorsicht geboten. Wollen wir die Anderung der Temperatur
genauer wissen, 50 miissen mehr Temperaturmessungen durchgefithrt werden
(etwa alle 30 Minuten}. |
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y Femperatur
[
.h-_
25T
E__
75
Bt
=
0 t : ; t 1 i i t f=— t + -
e 2 & 6 8 o 12 Ww B ¥ A& 2 2% Fert
Abszissenachse
Abb. 7.1

Auf Millimeterpapier oder anderem Papier tragen wir auf einem waagerechten
Strahl, der Abszissenachse, gleiche Teilstrecken ab, die dem aufeinanderfolgenden
Zeitraum von 2 Stunden entsprechen. Beint Nullpinled orrichiten wir div Senicrochio
{Ordinate), die fir die Temperatur glpichmilhyg untertellt ist. Die gemessenen
Tetperaturwerie werden als Punkte bei der dugugehrigen Uhrzeit emietrigen,
Verhitiden wir ietzt die cinzeinen Mefpunlkte durch gerade Verbindungsstrecken, so
erliatton wir den Temperatprverinnt grafisch dargestelit, Man spricht von der

Temperaturkurve.

In der Mathematik und in der Technik handelt es sich weniger um derartige
Becbachtungen, sondern um Gleichungen, die man auch Funktionsglei-
chungen .nennt. Zu diesem Zweck zeichnet man ecin Koordinatenkrous
(vgl. hierzu Abb. 7.2).

IMe wasgerechie Achse heillt Abszissen- oder s-Achse, dic senkroclite
Achse heldt Optfinaten- oder y=Achse, Vom Schnittpunkt der Kogrdinaten-
achaen teirt wad aol beiden Achsen (v uod ) nech beiden Michiungan
Mufeinheiton ab, Die Bichiung der Abszissonachse nach rethis  f5t positiv,
nuch finks negativ, THe Richtung der Ondinglenachse nach olwen fat positiv,
noch wnten negativ, Demontsprechend abem Abszissen und  Orditnten
positive und negative Werte.

Jeder Punkt {P;usw.) im Kreuz hat immer zwei Werte, einen x- und einen
y-Wert,
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Abb. 7.2

gluill::;t::emaﬂsche Abhéngigkeit zweier Grafen voneinander bezeichnet man als

Im folgenden Beispiel ist ¥ eine Ifuniction von x. Das b
oL . o edeutet, daB .
héngig ist. Eine solche Funktionsgleichiung kayn z. B. heiBen: abiy von x ab

y =2z
Wir stellen zunichst wieder eine Tabelle anf.
1 2 3 —1 | =2
2 4 6 —2 | —4
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Der Wert y kann filir die eingetragenen z-Werte aus der vorstehenden Gleichung

ermittelt werden. Ebenso kann man Funktionsgleichungen aus der Elektrotechnik grafisch
darstellen.
Fiir » = 1 ist y = 2 usw.
Beigpiel;
Jetzt zeichnen wir das Koordinatenkreuz. Der Spannungsabfall an einem Widerstand ist grafisch darzustellen:

U=1I-R

Da der Widerstand R im Stromkreis mit 1 k£ konstant bleibt, ist der Span-
nungsabfall I/ eine Funktion von der Stromstarke 1.

Iin mA 10 | 20 | 30 [ 40
U=I-R(V) 10 | 20 | 30 | 40

o

D i i e

.
[T eI T

>
R
A
"‘:L""

¥y

Abb. 7.3

In dieses Achsenkreuz werden die einzelnen Werte ans der Tabelle als
Punkte ecingetragen. So wird z. B. fiir # = 1 und y = 2 der Schnittpunkt
ermittelt usw. Wenn man die einzelnen Punkte miteinander verbindet, so
erhilt man die Kurve der Funktion. In diesem Beispiel hat die Kurve einen
geradlinigen Verlauf; diesc Funktion bezeichnet man daher als lineare Funk-
tion. Das braucht nicht immer der Fall zu sein, so zeigt z. B. die Funktion
y = z? einen nichtlinearen Verlauf, Besondere Bedeutung kommt im Ab-
schnitt 10.1.4 den Winkel- oder Kreisfunktionen zu, die keinen geradlinigen
Verlauf haben und von einem Kreis abgeleitet werden.

In d:_a.s Achsenkreuz werden die einzelnen Werte wieder eingetragen. Die
Verbmdu.ng fier eingezeichneten Punkte ergibt die Strom-Spannungs-
kurve bei gleichbleibendem Widerstand. Es handelt sich auch hier wieder
um eine Gerade.
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8. Proportion

3 3
Haben 2 Verhiltnisse denselben Wert (z. B. 18 : 12 = 3 und 9 : 6 = E)'

so sind sie gleich. Werden sie durch das Gleichheitszeichen zu einer Glei-
chung verbunden, so erhilt man eine Proportion.

18 : 12 =9 : 6
g : b= ¢ il
| L1

innere
auflere Glieder

Gelesen: a verhilt sich zu b wie ¢ zu d.

Mg et die 4 Glisdes deor Redhe nach das 1., 2. 3. und 4. -Glied (fier Pro-
portion. a und ¢ heiten die vorderen, b uned o die hinteren Glieder, ferner o
und o dis fuberen, b und ¢ dic inneren Glieder der Proportion.

Die Proportion kann auch als Bruchgleichung geschrieben werden.:

a ¢
b d
Beispiel: Bei der Karte 1 : 100000 verhilt sich:
Kartenstrecke 1

wirkliche Strecke 100000

Hat man eine Proportion, so ergibt sich durch das kreuzweise Multiplizieren
die Produktengleichung:

@ 1 d

[~ -~
It
o o

oder

1"
o

[

Produktengleichung: &

In einer Proportion ist das Produkt der dulieren Gli?.der g.leich dem d':l m:sren
Glieder. Im pralktischen Rechnen hat die Proportion eine groﬂle Beden ;g.
Ist in einer Proportion cin Glied unbeknnnt, so kann man dieses aus den
drei anderen berechnen.

Beispiel: 5:% = 10:3
5 10
PENEY

5-3

.1=1—0.
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Praktische Anwendung findet die Proportion beim Lésen von Dreisatz-
aufgaben:

1. Beispiel:

Ein Schlossermeister zahlt fiir 4 Gesellen 96 DM Tagelohn. Wieviel hat
er tiglich zu zahlen, wenn er noch 2 Gesellen dazunimmt ?

Die Aufgabe enthiilt 2 Verhfiltnisse: Ein Verhiltnis zwischen der Zahl der
Gesellen und ein Verhiltnis zwischen den Tagelthnen,
4 Gesellen 96 DM
4 4- 2 Gesellen ~ x DM

®
I

S
=
=4

2. Beispiel:

Drei Arbeiter graben einen Garten in 8 Tagen um. Wie lange brauchen
4 Arbeiter hierzu? :

Auch diese Aufgabe enthill 2 Verhliltnisse: Ein Verhiltnis zwischen der
Zahl der Arbeiter und ein Verhiiltnii swischen der Zahl der Arbeitstage.

LHe Vermehring der Arboiter hat jedoch keine Vermehrung, sondern eine
Vermdnderung der Arbeltstage zur Fulge, also ist das umgekehrte Verhilt-
s fler Arbeitstoge dem der Arbeiter gleichzusetzen:

3 Arbeiter x Tage
4 Arbeiter 8 Tage

} umgekehrtes Verhiltnis

3 x
4 8
3 -8
T =
4
x = 6 Tage

Merke:

Wenn beide Grofien in demselben Verhiilinis wachsen oder abnehmen, dann
stehen sie in einem geraden Verhilinis zueinander, sie sind direkt proportional.

Stehen dagegen die Groflen im umgekehrten Verhiilinis zueinander, d. h. wird

die eine grifler, dann wird die andere kleiner, so sind sie umgekehrt pro-
portional.
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3. Beispiel:
Der Sockel eines Gebrauchsgegenstandes vom Ausmal 5 : 8§ soll auf eine

im genau gleichen Verhiltnis stehende Unterlage gesetzt werden, die eine
Breite von 11,2 mm haben soll. Wie grof ist die Linge?

fernmeld

5 11,2
8 &
11,2 - 8
I
% = 17,92 mm
Ubungsaufgaben:
3.0} g =0ty by14 : » =91 : 65
534, m) 42 118 = 24 - & b)6:4=x:4
3.0} 32 =068 13 b)x : 76 = 45 : 57
536.0) 14 15 =D28:i b) 0,28 :# = 9,8 : 10,5
A3T7. n) 4% 1 75 = 52 RD b)x:084 =35:1.2
53 a) 525 1 =WE 008 b) » : 0,248 = 25 : 1,55
530, p) 96 rdx = 72 = I b) 135 : 72 = 5x : 64
1 1 8
540. a) 0,.4x : 0,35 = 7,2 : 0,021 b)y3-:1-=-=-:x
3 4 9
3 3 3 3 2
541.a)1-:x =8 : 1- b} 4- 2 = 6- : 14
7 4 8 4 5
542.a) (27 + x) 1% =8B : 5 byx:(63—2) =3 :4
543.2) 38 : ¥ =16 : (44 + z) b) (56 —3x) :a =25 :15
544, a) 7x : (51 — 2x) = 49 : 37 b) 4z : 29 = (157 — 5%) : 9
a a ¢ 2¢ 3a 8¢
545, a) = i —=—1 % b)y—:—=—"1x%
b ¢ d 3 4c  45b
a 3¢ 4a
546, - i—=— 1%
b 22 15¢
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Ubungsaufgaben:

547.

J48.

549.

350.

551.

552,

553.

554.

555.

556.

537,

538.

3 1 1
—a% 1 —gc= 1P : &
4 2 2

2 1 1
¥ ! —ac = T-ab : 3D%
3 2 8

Teilen Sie die Zahl 200 in drei Teilex, 9,z 50 daBax 1y =2:3,9 : 2
= 12 : 5 ist.

Von_ drei Zahlen verhilt sich die erste zur zweiten wie 2 zn 3, die
;\:gte ?ur dritten wie 5 zu 8; ihre Summe betrigt 98. Wie heilen die
en ¢

Eine 2 ¢cm lange Linie stellt in einer Zeichnung eine 28 m lange
Strecke dar. Welche Sirecke wird entsprechend durch eine 3,5 cm
lange Linie dargestellt ?

Der Umfang eines gleichschenkligen Dreiecks betrsigt 78 cm; Schen-
kel und Grundlinie verhalten sich wie 5 : 3. Wie lang sind die Seiten ?

In einem Stromkreis mit B, = 10 2 Widerstand flieBt ein Strom
;?l = 25 !:;1 Wie grol ist der Strom I, bei einem Widerstand von
1 = ?

Ein Nickelindraht von 4; = 3,14 mm? Querschnitt hat einen Wider-
stand Ry = 0,1 2. Wie groB ist der Widerstand R, bei einem Quer-
schnitt 4, = 7,05 mm??

Wie\fiel reines Silber enthalten 17 Silbermiinzen bei einem Gewicht
von je 5,556 g und dem Mischungsverhiltnis 9 : 17

Wie lang sind die Héhen eines Dreiecks, die zu den Seiten ¢ = 12 ¢cm
und & = 17 cm gehéren, wenn sie sich um 3 cm unterscheiden ?

Ein Winkel eines Dreiecks betrigt 36°. Wie groR sind die beiden
andereh Winkel, wenn sie sich wie 7 : 2 verhalten ?

Von vier flichengleichen Rechtecken sind die vier langen Seiten 15,
20: Z4, 30 cm lang. Wie miissen sich die entsprechenden vier kurzen
Seiten verhalten ?
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9. Der pythagoreische Lehrsatz

9.1, Allgemeines

Der Lehrsatz des Pythagoras ist einer der wichtigsten Lehrséitze der Geo-
metrie. Pythagoras war ein griechischer Philosoph, der um 550 vor Chr. lebte.
Sein Lehrsatz, der sich mit dem Verhiltnis der einzelnen Seiten zueinander
in einem rechtwinkligen Dreieck befaft, ermdglicht uns in der Wechselstrom-
lehre die Berechnung der Wirk-, Blind- und Scheinanteile,

Das rechtwinklige Dreieck hat, wie sein Name sagt, einen rechten Winkel
{90°). Wo dieser Winkel von 90° liegt, spielt keine Rolle.

Die Summne der Winkel in jedem Dreieck betréigt immer 180°.

In einem Dreieck konnen nur ein rechter (und zwei spitze) Winkel enthalten
sein, weil zwei rechte Winkel schon zusammen 180" haben. (Bei zwei rechten
Winkeln ist das Dreieck praktisch zu einem Strich zusammengefallen.)

s
g 2
=
= g
Kathete
Abb. 9.1

Die beiden den rechten Winkel einschlieBenden Seiten heiBen Kathe-
ten; die dem rechten Winkel gegeniiberliegende Seite hat den Namen Hypo-
tenuse.

Beachten Sie auch die Schreibweise. Man liest oft das Wort Hypotenuse mit ,,th"
geschrieben: es hat aber mit Hypothese oder Hypothek nichts zu tun. Die Wor-
ter ,Kathetest und ,Pylbagorase werden dagegen mit ,,th~ geschrieben.
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9.2. Beweis fiir die Richtigkeit des
pythagoreischen Lehrsatzes

An einem rechtwinkligen Dreieck, in dem sich die Seiten wie 3 : 4 : 5 ver-
halten, wollen wir jetzt den pythagoreischen Lehrsatz erliutern und be-
weisen. Wir zeichnen das Dreieck mit der Hypotenuse von 5 ¢m und den
beiden Katheten von 4 und 3 cm Linge. Uber die einzelnen Dreieckseiten
wird je ein Quadrat errichtet. Wir erhalten also ein groBes Kathetenquadrat
von 4 cm Seitenlinge, ein kleines Kathetenquadrat von 3 cm Seitenlinge
und ein Hypotenusenquadrat von 5 cm Seitenliinge. Die einzelnen Quadrate
ergeben folgende Flichen:

Abb. 9.2
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a) GroBes Kathetenquadrat 42 =4 +4 = 16 cm2
b) Kleines Kathetenquadrat 52 =3°+3 = 9 cm?2

Summe 25 ¢m?2
c2=5-5=25cm?

¢) Hypotenusenguadrat

Beim Vergleichen der Flichen ist zu erkennen, daf die beiden Katheten-
quadrate mit zusammen 25 cm? in der Grife dem Hypotenusenquadrat
von ebenfalls 25 cm? entsprechen.

In dem vorstchenden Beispiel haben wir gesehen, daB bei einem Seitenverhiltnis
von 3 : 4 : 5 ein rechiwinkliges Dreieck herauskommt. Es gibt aber auch noch
andere Zahlengruppen, die die Seitenlingen von rechtwinkligen Dreiecken an-
geben, z.B. 5 :12 : 13,7 : 24 : 25,8 : 15 : 17 usw., sie werden pythagoreische Zahlen
genannt., Wenn man sie mit beliebigen Zahlen multipliziert, erhilt man neue pytha-
goreische Zahlen.

Der pythagoreische Lehrsatz:

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der beiden Kathetenquadrate
gleich dem Hypotenusenquadrat.

Daraus folgt: & = a2 4 p?
c —VET B
Setzen wir filr 2 = 4 und & = 3 ein, so erhalten wir:
¢ = V42 + 32
Y
. VB

¢ = 5

Die Seite ¢ haben wir iiber die Formel des pythagoreischen Lehrsatzes
durch Umstellung der Gleichung ermitteln kénnen. Ebenso kann man die
Gleichung nach e oder 5 umstellen.

rling.de

9.2.1. Anwendung des pythagoreischen Lehrsatzes
Bei einem rechtwinkligen Dreieck soll die unbekannte Seite ermittelt werden:

@ =40 cm ¢ = |a¥ + B¢
b =9cm c = })40" + o
c =2 ¢ = /1600 + 81
¢ = 1681
¢ = 41 cm
t =4lcm a VEIT__EI
b =9cm a = AT —;
a=7 a = J1681 — 81
a = |/1600
a = 40
c =41 b=Vt —a
=40 b — AT — 300
b= b = YT68T — 1600
b= yaT
b =9

Beispiele aus der Elektrotechnik:

In dem rechtwinkligen Dreieck soll der unbekannte Wechselstromwiderstand
Z ermittelt werden:

Wirkwiderstand R = 100
Blindwiderstand X = 1750
Scheinwiderstand Z = ? -;
Z = YR ¥ x* >
Z = y1I00Y  1750°
Z = 1753
R
Abb. 9.3
Die unbekannte Blindleistung ist zu ermitteln:
Scheinleistung 5 = 4400
Wirldeistung P = 3000
Blindleistung g =17 5
g = Vgl_—Pl a3
Q@ = |/#400% — 3000%
Q = 3210 = ;
F
Abb. 9.4

— 155 —




fernmeld rling.de

L] L]
10. Kreisfunktionen
Ubungsaufgaben:
Ermitteln Si htwinldli Dreieck die unbekannte Seite. q . . . R
P e vom rechmniigen Drel 10.1. Die Kreisfunktionen Sinus und Kosinus
559. a = 6 b =18 c = ?
i 5 — b= 2 Die Kreisfunktionen werden auch Winkelfunktionen oder trigonometrische
s e s = o Funktionen genannt. Sie lassen sich im Einheitskreis mit dem Radius
=1 tellen.
561. a = 6 ¢ = 10 b= ? ¥ = 1 darstellen
Im Einheitskreis wird der sy
562. b = 12 ¢ = 15 a = 17 Drehschenkel aus der waage- __'__ Drehrichtung 4,
rechten Lage heraus gegen ;,-*"'ﬁ i diyl“'
563. a = 35 b =12 e =1 den Ubrzeigersinn gedreht. /
i 1
Der Koordinatenpunkt P; ist ; ¢
364, ¢ = 17 ¢ =8 b=7? vom Drehwinkel & — das ist ( e '
der Winkel zwischen der —X : “;L |. Po_ .x
565. a = 10,6 b = 84 ¢ =7 waagerechten x-Achse und l'.
dem Drehschenkel -— abhin- 4 m 1y
566. 4 = b = 18,38 € =17 gig. Die Projektion des Punk-
tes P; auf die x- bzw. y-
367. B = 36 X — 18 zZ=1 Achse ergibt die Werte x und o< [
y. -1
368. Z = 70 X = 56 R =2
. Abb. 10.1 — Einhcitskrei
569, P = 100 Q=75 S=7 e
570. § = 165 P =132 0=17
571. Der Umfang eines quadratischen Zimmers betrigt 18,20 m. Wie lang 10.1.1. Sinus des Winkels «
ist die Diagonale ? o
Die Lénge der vom Punkt P; im Ein- o
572. Der Abstand vom FuBende einer Leiter bis zur Wand betrégt 90 cm, heitskreis projizierten Strecke yisteine 1]
von der Erde bis zur Leiterspitze 3,60 m. Wie lang ist die Leiter? Funktion des Winkels . Diese Funk- S
tion bezeichnet man als den Sinus des M
573. Die Radarmessung ergibt eine Entfernung des Flugzeugs von 41 km. Winkels o \
Die waagerechte Erdentfernung betrigt 40 km. Wie hoch ist das Flug-
zeug?
10.1.2, Kosinus des Winkels ¢
Die Linge der vom Punkt P; im Ein-
heitskreis projizierten Strecke x ist
ebenfalls eine Funktion des Winkels
@. Diese Funktion bezeichnet man als
den Kosinus des Winkels a. Abb. 10.2 — Projektion von Py
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10.1.3. Rechtwinkliges Dreick

Wenn die Strecke y in der Abb, 10 2 parallel nach rechts bis zum Ende der
Strecke x verschoben wird, so crhalten wir ein rechtwinlkliges Dreieck mit den
Seiten x, yund r

r = 1 ist die Hypotenuse und liegt dem rechien Winkel gegeniiber,
x = cos « ist die Ankathete zum Winkel o,
y = sin & ist die Gegenkathete zum Winkel a.

Unterteilt man jeden Quadranten nach Winkelgraden, so kénnen im Einheits-
kreis fiir jeden méglichen Winkel « die Werte fiir y = sin o und x = cos «
ermittelt werden.

Quadrant Wl_nkfl * Sin & COs &
in
I 0—90 Obis +1 | +1bis 0
1I 90—180 | +1bis 0 0 bis —1
111 180—270 Obis—1 | —1bis O
v 270—360 | —1bis O 0 bis 1

Aus den entsprechenden Tabellen (vgl. hierzu auch Abschn. 22) konnen dic
Funktionswerte fiir die einzelnen Winkelgrade entnommen werden.

10.1.4. Sinuskurve

Die grafische Darstellung fiir den $inus des Winkels o ergibt eine Kurve mit

sinusformigem Verlauf.

y =sina
=18 A
il F",@“
¥ Y '_.
| |
. ..|I S I}..,. o
u )
' T3
— -4
_\r'

Abb. 10.3 — Einheitskreis und Diagramm

Wenn die zum jeweiligen Winkel gehorenden y-Werte in ein Diagramm pro-
jiziert werden, dann ergibt sich einc Sinuskurve.
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10.2. Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck

Aus dem rechtwinkligen Dreieck konnen die cinzelnen Funktionen auch
trigonometrisch abgeleitet werden
In den {folgenden Betrachtungen wol-
len wir uns so weit mit den ein-
fachen Winkelfunktionen eines recht-
winkligen Dreiecks befassen, wie es fiir
das Verstindnis in der Elektrotechnik
(Wechselstromtechnik) erforderlich
1st.

8

Das rechtwinklige Dreieck enthilt die
Winkel & {Alpha), 8 (Beta) und y A
(Gamma).

Abb. 10.4

Das. Verhiltnis der Seiten @ und & dndert sich bei kleineren oder grifleren
Dreiecken nicht, solange die Winkel unverindert bleiben. Zu jedem Verhiilt-

nis von zwei Seiten miissen also in einem rechitwinkligen Dreieck bestimmte
Winkel o und 8 gehéren.

Abb. 105
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Nun wollen wir uns aber nicht nur mit den Seiten, §0ndern auch IPit den
Winkeln befassen. Nehmen wir den spitzen Winkel bei 4, also den Winkel .

8
1n der nebenstehenden —
Zeichnung ergeben sich
zu den verschiedenen
Winkeln von o im
Punlkt A die Seiten
a, a1, ag und ¢, €1, ¢2-

Illl-u

|
-—'Cl'r—-—-l
pa— a

,
o e

0

Abb. 10.6

Werden die Seiten 2 und ¢ kleiner, so wird auch der Winkel o kleiner, und
zwar im gleichen Verhilinis.

Solche Abhingigkeitsverhdltnisse nennt man ,,Funkt.ionen", ur.1d da:'dlese
it der Anderung des Winkels zusammenhingen, . Winkelfunktionen™.

Wir kénnen also sagen:

der Winkel « hat das Verhiltnis a : ¢
der Winkel a1 hat das Verhalinis a1 : 61
der Winkel a5 hat das Verhiltnis ap : cg

Merke:

Der Winkel ¢ kann durch das Verhiltnis der gegem’iberli.egend'en Ka'thet‘e‘
a zur Hypotenuse ¢ bestimmt werden, Diese Winkelfunktion wird ,,Sinus
genannt und ,,sin* geschrieben.

. Gegenkathete a
o e —— . —
st Hypotenuse ¢

Eine Winkelfuniktion deiickt das Verhélinis zweier Direlecksseiten in einem recht-
1|»;-innl=li;.1r:rm| Dreleck zucinander in Zahlen aus, £ yWer anders ansgodriickt : KEI_mt r'lilan
dieis Verhaltnis rweler bestimmter Seiten in etnem rechtwinkligen Lhreieck zuemander,
so laBt sich jeder Winkel bestimmen.

Beispiel:
Gegeben: a 3:¢c=6

Gesucht: o = !

a

Losung: sing = — = — = 0,5 @« = 30° {Tabelle)
¢

[= N ]
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Merke:

Der Winkel « kann aber auch durch das Verhiltnis der anliegenden
Kathete 5 zur Hypotenuse ¢ bestimmt werden. Diese Winkelfunktion wird
»Kosinus’ genannt und ,,cos'* geschrieben,

Ankathete b
COS Q= =m—r—rrrerme =
Hypotenuse ¢
Beispiel:
Gegeben: b=2 ¢c=4
Gesucht: o =7
b 2
Lésung: cosg ==~ = == 0,5 a =60° (Tabellg
¢

Bisher wurde der Winkel « durch das Verhiitnis einer Kathete zur Hypote-

nuse bestimmt (sin und cos). Der Winkel « kann aulerdem durch das Ver-
hiltnis der beiden Katheten bestimmt werden ({tan und cot).

Merke:

Das Verhiltnis der Gegenkathete zur Ankathete ist der Tangens (geschrie-
ben: tan).

Gegenkathete a
tan 4= —— ————— —

Ankathete b

Merke:

Das Verhidltnis der Ankathete zur Gegenkathete wird Kotangens genannt
(geschrieben: cot).

Ankathete b
ot = ————— —

Gegenkathete  «

Wir haben bisher immer nur vom Winkel « gesprochen. Das rechtwinklige
Dreieck enthélt aber auBerdem noch den spitzen Winkel ,,8°. Die fiir
den Winkel « entwickelten Beziehungen gelten aber genausoe fir den
Winkel 8. Wir diirfen uns nur nicht zu dngstlich an die Buchstaben in den
Formeln klammern, wie das der Ungeiibte gern macht. Es kommt nicht
darauf an, daB sin @ = a : ¢ ist, sondern sin « = Gegenkathete: Hypotenuse.

Beim Winkel ,,8 ist z. B.:

. Gegenkathete b
sin = —— " —~
Hypotenuse c
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3 a . b
sin o = — sin 8 = -
x @ g ¢
b a

COs o6 = - cos B =- -

@ 3 -
t ¢ tan g —
an o = — an f§ = —
® b a
. b t B a o .

co = - co = -

* a b &

Abb. 10.7

Aus der vorstehenden Gegeniiberstellung ergibt sich folgendes:

sin o = cos B (a:) tan o = cot B (%)

b

cosx = sin g (-2) cot oo = tan 8 (E)

Wenn wir in den vorstehenden Gleichungen fiir den Winkel 8 = 9%0° — «
einsetzen, so ergibt sich:

tan & = cot (90° — &)

cot o = tan (90° — &)

sin & = cos (90° — &)
cosa = sin (90° — a)

Merke;

Die Funkton eines Winkels ist gleich der Kofunktion seines Komplement-
winkels (Erganzungswinkel zu 90°).

Von den vier Funktionen steht beim ,,Sinus™ und ,,Kosinus” die Hypo-
tenuse im Nenner, wihrend die Katheten im Zihler stehen. Da aber die
Hypotenuse die lingste Seite im Dreieck ist, miissen alle Sinus- und Kosinus-
Werte im rechtwinkligen Dreieck kleiner als 1 sein. (Genau liegen sie zwi-
schen den Werten 0 und 1.) Die Tangens- und Kotangensfunktionen kénnen
dagegen jeden beliebigen Zahlenwert zwischen den Werten ,,Null” and
,,0' haben. Messen wir z. B. in mehreren beliebig groBen rechtwinkligen
Dreiecken, deren Winkel o alle 30° sind, die Lingen der Seiten a und ¢
nach, so stellen wir fest, daB ihr Verhiltnis zueinander in jedem Falle
1 :2,d. h. 3,5 ist. Das bedeutet also, daB das Verhiltnis der Gegenkathete zur
Hypotenuse in jedem rechtwinkligen Dreieck, dessen Winkel & = 30° ist, gleich
0,5 ist. Haben wir einen Winkel von & = 60°, so stellen wir fest, dal die Seitea
sich zur Hypotenuse ¢ in jedem Dreieck im Verhéiltnis von 0,866 : 1 verhilt. So
ist das Verhiltnis fiir alle ibrigen Winkel zwischen 0° und 90° eine ganz be-
stimmte feststehende Zahl. Ebenso verhilt es sich bei den #ibrigen Funk-
tionen aller Winkel zwischen 0° und 90°.
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Man hat die Werte der vier Funktionen fiir alle Winkel zwischen 0° und 90°
in Abstinden von je 10 Minuten in den,, Tabellen der Winkelfunktionen fiir
»,8in, cos, tan und cot” zusammengestellt (vgl. hierzu Abschn. 22.3).

Da sich die sin- und cos-Funktionen bei den einzelnen Winkeln in umgekehr-
ter Richtung dndern, kann man fiir beide Funktionen sogar dieselbe

Sinus Minuten »
oIt 200 300 400 50° 60
A
0° [ 0,0000 0,0175 | 89°
'9: 0,1564 0,1736 | 80°
10° | 0,1736 0,1908 | 79°
19° | 0,3256 0,3420 | 70°
20° | 0,3420 0,3584 | 69°
26° | 0,4848 0,5000 | 60°
30° | 0,5000 0,5150 | 59°
z 3% | 0,6203 0,6428 | 50°
E 49" 0,6428 0,6561 | 49°
49° | 0,7547 0,7660 46°E
59“ 0,7660 0,7771 | 39° &
55° | 0,8572 0,8660 30°
69° 0,8660 0,8746 | 29°
69° | 0,0336 0,9397 | 20°
79° 0,9397 0,9455 | 19°
79° | 0,0816 0,0848 | 10°
80° | 0,9848 0,9877 | 9°
85° | 0,9998 1,0000 0°
v
60 50° 40°  30° 200 10" o
L | Minuten Kosinus
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Tabelle benutzen. Denn es ist z. B. der Wert des Sinus von 30° gleich dem
Kosinus des Winkels von 60° (also 90° — 30°) und umgekehrt. Ebenso ist es
mit den Werten fiir alle anderen Winkel, Das gleiche trifft auch fiir den Tan-
gens und Kotangens zu. Angedeutet wird diese Mdglichkeit auch bereits
durch die Beisilbe ,,Ko = zugehorig" (Ko-sinus, Ko-tangens). Die Tabellen
werden so benutzt, daB man die Werte fiir den Sinus fiir die Winkelgrad-
werte meist von oben nach unten und fiir die Minutenwerte von links nach
rechts gehend abliest, wihrend man die Kosinuswerte der gleichen Tabelle
fiir die Winkelgradwerte von unten nach oben und fiir die Minutenwerte von
rechts nach links entnimmt.

Die Tabelle der Tangens- und Kotangensfunktionen ist genauso zusam-
mengestellt, jedoch ergeben die Verhiltnisse der entsprechenden Seiten
andere Zahlenwerte als bei den Sinus- und Kosinusfunktionen (z. B. tan
0° = 0,0000; tan 30° = 0,5774; tan 45° = 1,0000; tan 60° = 1,732; tan 70°
= 2,747 tan 80° = 5,671 ; tan 90° = ).

10.3. Beispiele fiir die Berechnung von
rechtwinkligen Dreiecken

Zur Berechnung eines rechtwinkligen Dreiecks miissen auBler dem rechten
Winkel noch zwei Grifien bekannt sein; das kdnnen sein:

1. die beiden Katheten,

2. die Hypotenuse und eine Kathete,

3. die Hypotenuse und ein spitzer Winkel oder
4, eine Kathete und ein spitzer Winkel.

Beispiele:
Gegeben: ¢ =8; b =6
Gesucht: ¢; o;

Lasung: c = ]/a’ - b
¢ = /64 4 36
¢ = yioo
¢ =10
3 3
sing = —=— =08
¢ 10
nach der Tabelle: ¢ = 53°
b
sin f = — oder B =00"—¢
I
si = — = 90 — 53
in o B
sin 8§ = 0,6 g = 37°
8 — 37° Abb. 1.8
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Gegeben: ¢ =15; a =9

Gesucht: b; o; 8

Lasung: b

Gegeben: ¢ =

Gesucht: z; x;

Ldsung: a?

Ve 2 cos b 0.8
= |fe* — @& o =-—-=—=10,
[ 15
— yi5s — ¢ o = 37°
= Y144 8 = 90— a = 53° oder
=12 & 9
cos B =—-=— =106
¢ 15
p = 53° oder
b 12
tan § = - = — = 1,33
a 9
g = 53° oder
a 9
cot B = =-—=10,795
b 12
g =53
51; b =4,5 y = 90°
. b
=1 — b2 sin § = —
¢
- 4,5
= Jc® — bt sin f = -——
Vc in 8 =
— 5145 sin B = 0,8824
=24 B = 61° 56
a
T e
= ¢ cos «=05"—8§8
= 5,1+ 0,4706 a = 90° — 61° 567
=24 a = 28° 047
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Ubungsaufgaben:

574, Lesen Sie die Werte fiir folgende Funktionen aus einer Tabelle ab:

575.

576.

577.

578.

579.

580.

581,

582.

a) sin 30°

€) cos 35°

i) tan 13° =

m} cot 88°

b) sin 85" =

f) cos 48°
j} tan 1°
n) cot 12

c) sin 46°50' = d) sin 39°40 =
g) cos 23°10° = h) cos 30 =
k) tan 89°48" = ) tan 27°30" =
0) cot 73°40 =  p) cot 57°20' =

Wie groB sind die Winkel nachstehender Funktionen?
(Zur Feststellung sind die Tabellen zu verwenden.)

= 0,9833 b) cos
= 0,0993 €) sin
3,606 h) tan
= 5,193 k) cot

a) cos
d)sin e
g) tan «

JJeot «

Gegeben:

Gegeben:

Gegeben:

Gegeben:

Gegeben:

Gegeben:

In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Kathetena = 5cm, b = 12cm
und die Hypotenuse 13 cm lang. Welche Werte ergeben sich fiir die vier
trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan und cot des Winkels o ?

-9

oy

Uy

[

'

[

40*
12 cmm

20°
12 cm

60°
5002

86,6 W
100 VA

7,79
34

120 W
200 VA

e = 0,3987 c) cos
¢ = 0,4909 f) sin

p = 4,645

i) tan

e = 0,8312 1) cot

Gesucht:

Gesucht:

Gesucht:

Gesucht:

Gesucht:

Gesucht:

=

o
o

N
Il

cos P

° wR
[

g

cos @
sin
¢

e

i e g

B = 0,00524
B = 09191
g = 0,0125
g = 3,614
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Ubungsaufgaben:

583. Der Tangens des Winkels « betrigt 1,0, eine Kathete ist 4 cm lang. Wie

groB ist die Hypotenuse, und wie groB sind die Werte fiir sin « und
cos o ?

584. Wie groB sind sin «, cos o, tan a und cot ¢ in dem rechtwinkligen Dreieck
ABC, wenn die Katheten a = 15 ¢m und b = 8 cm lang sind ?

585. In einem rechtwinkligen Dreieck betragen der Flicheninhult 50 cm?
und der Winkel & = 45°. Wie groB sind die beiden Watheten g und b
sowie die Hypotenuse ¢ ?

586. Welchen Winke! bildet eine an einer Gebiudewand anliegende Leiter
von 10 m Linge mit dem Boden, wenn der LeiterfuB 3 m von der Wand
entfernt anfsteht? Wieviel Meter iiber dem Erdboden legt die Leiter
an der Wand an ?
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11. Dreisatz- und Prozentrechnung

11.1. Einfacher Dreisatz mit geradem Verhiltnis

Ein Flugzeug legt in 1 Stunde 300 km zuriick. Welche Strecke legt es in
2,5 Stunden zuriick? — Solche Aufgaben kann man auch als Dreisatz
schreiben, z. B.:

in 1 h fliegt das Flugzeug 300 km
in 2,5 h fliegt das Flugzeug x km

% = 2,5° 300 = 750 km

Die Dreisatzrechnung (oder ,,Regeldetri' = Regel von 3 Zahlen) dient dazu,
aus 3 bekannten Zahlen eine 4. unbekannte zu berechnen. Diese unbekannte
Zahl bezeichnen wir mit ». Bei der vorstehenden Aufgabe hitte man natiir-
lich auch gleich die Lésung finden kénnen, aber wir wollen uns sofort daran
gewdhnen, bei jeder Aufgabe den Ansatz in dieser Form hinzuschreiben.

Jeder Dreisatz besteht aus

a) einem Bedingungssatz (in 1 h fliegt das Flugzeug 300 km) und
b) einem Fragesatz (in 2,5 h fliegt das Flugzeug x km).

Bei dem Ansatz ist immer darauf zu achten, daB gleichbenannte Zahlen stets
untereinander stehen miissen (h unter h und km unter km). Unter den An-
satz kommt ein langer Strich, und dann folgt die Ausrechnung!

1. Beispiel:

3 m Stoff kosten in einem Kaufhaus 36 DM. Wieviel kosten 5 m von diesem
Stoff ?

Im Ansatz schreiben wir wieder den Bedingungssatz und Fragesatz unter-
einander:

Bedingungssatz: 3 m Stoff kosten 36 DM
Tragesatz: 5 m Stoff kosten x DM

36
1. Wir schlieflen auf die Einheit: 1 m Stoff kostet 3 DM

36
2. Was wir wissen wollen: 5 m Stoff kosten = -5 DM

36
3. Ergebnis: x = 3 *5 =60DM
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2. Beispiel:

3 . 1 ) . L
In ZZ h legt jemand 17ka zuriick. Wie lange braucht er bei gleicher
Geschwindigkeit fiir 23 km?

Da nach der Zeit gefragt wird und die unbekannte Zahl x immer im Frage-
satz rechts stehen soll, miissen auch im Bedingungssatz die Zeit h rechts
und die km links stehen.

69 11
Bedingungssatz: Fiir = km braucht er = h
Fragesatz: Fiir 23 km braucht er x h
. . . . . . 11 69
1. Wir schlieBen gleich auf die Einheit: Fiir 1 km braucht er T : =
. 11 69
2. Was wir wissen wollen: Fur 23 km braucht er 7 : " * 23h
11-4-23 11 2
3. Ergebnis: = = _ —3h
sebm 'S a6 3773
3. Beispiel:

3. 1 Do
In 21 h ist ein FuBginger 17; km gewandert. Wieviel km legt er bei gleicher
R ¢
Geschwindigkeit in 55 h zuriick ?
11 69
In = h legt er = km zuriick

16
In = h legt er » km zuriick

— 69+ 4-16 368_335k
o " 4n-31m o w
Wihrend Sie » —"" hinschreiben, fiberlegen Sie:

11 63 69
Bei = h sind es vy km (schreiben Sie 7).

11 4
Bei 1 h muB ich durch vy dividieren, also mit il multiplizieren

{schreiben Sie - —).
11

J16 16 ) 16 . .16
Bei = h sind es ) mal so viel km, also mal 3 (schreiben Sie - ?).

-— 169 —




fernmel ling.de

4, Helwplet:

| 1
b Sonden 10,88 DM, Wieviel kosten 174— kg?

o 54
kg kosten 5 DM

<

69
T kg kosten x DM

54+ 2+ 69
x="—2"_" _ 4140 DM
5:.9- 4

5. Beispiel:

3 s
Eine Miihle mahlt in = Tg. 90 Zentner Roggen aus. Wie lange braucht sie fiir
330 Zentner?

3
90 Zentner werden in 7 Tg. gemahlen

330 Zentner werden in » Tg. gemahlen

3+ 330 3
— = 2 Tg.
s

6. Beispiel:
Beim Bau einer AutostraBe wurden 806,4 m? Erde in 12 Tagen ausgeschach-
tet. Wie lange braucht dieselbe Anzahl Arbeiter, um 2150,4 m?® fortzu-
schaffen ?

806,4 m8 werden in 12 Tg. ansgeschachtet

2150,4 m3 werden in » Tg. ausgeschachtet {

12 - 2150,4
¥ = e—

— 32 Tg.
806,4 g

7. Beispiel:

1
Ein Rad macht gerade 45 Umdrehungen auf einer Strecke von 10,125 m.

Wieviel Umdrehungen wird es auf einem 56,7 m langen Weg ausfiihren ?

81 9
Auf T ™ Weg kommen 2 Umdrehungen

567
Auf o9 m Weg kommen » Umdrehungen

9+ B+567

1
¥ = m = 253 Umdrehungen
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Ubungsaufgaben:

3 1 . .
587. Ein Flachstahl von 5o Linge wiegt 15 kg. Wie schwer ist ein

1
Stiick des gleichen Flachstahls, das 35 m lang ist?

1
388. 50 I kosten 270 DM. Wieviel kosten 1795 I?

589. 13,5 m kosten 3,50 DM. Wieviel erhilt man fiir 17 DM ? (auf 2
Dezimalstellen !}

590. Eine Gasrohrverschraubung hat 19 Gang auof einen engl. Zoll

(17). Wieviel mm hoch ist ein Gewindegang ? (1 = 25,4 mm;
Rechnung auf 1| Dezimalstelle!)

591. Ein Radfahrer iegtinl h 13% km zuriick. Wieviel Stunden braucht
er fiir 126 km ? (Ergebnis ist in h und min umezurechnen.)

592, 16% kg frische Seife hatten durch Eintrocknen nach einiger Zejt
141_ kg an Gewicht verloren. Wie groB war der Gewichtsverlust
auf 5 kg? (3 Dezimalstellen).

593. Ein Kapital bringt in 5,—j Jahren 90; DM Zinsen. Wieviel Zinsen
bringt es in lg Jahren?

1 2
594. Ein Kapital bringt in 36 Jahren 503 DM Zinsen. In wieviel Jah-
ren bringt es 36 DM Zinsen ?

11.2. Einfacher Dreisatz mit umgekehrtem Verhiltnis

Wir unterscheiden Dreisatzaufgaben mit geradem und mit umgekehrtem
Verhéltnis. Vergleichen Sie einmal die beiden Dreisatzaufgaben:
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1. Beispiel: 1 Arbeiter erhilt wochentlich 300 DM Lohn
4 Arbeiter erhalten wichentlich ¥ DM Lohn

5= §

Je mehr Arbeiter — desto mehr Lohn
{4 mal soviel Arbeiter erhalten 4 mal soviel Lohn),
also ein gerades Verhiltnis

2. Beispiel: 1 Arbeiter braucht 20 Tage zu einer Arbeit
4 Arbeiter brauchen » Tage zu einer Arbeit

x =1

Je mehr Arbeiter — desto weniger Zeit
(4 mal soviel Arbeiter brauchen nur 1 an Zeit),
also ein umgekehrtes Verhiltnis

Ebenso stehen Menge und Preis einer Ware in einem geraden Verhiltnis
(je mehr Ware -— desto mehr betrigt der Preis; oder je weniger — desto
weniger), Dagegen stehen Zeit und Geschwindigkeit in einem umgekehrten
Verhiltnis zueinander. (Wenn ich einen Weg in der doppelten Geschwindig-
keit zuriicklege, dann brauche ich die halbe Zeit; je mehr an Geschwindigkeit
— desto weniger an Zeit usw.)

Wir miissen bei jeder Dreisatzaufgabe erst untersuchen, was fitr ein Verhiltnis
vorliegt, denn beim umgelkehrten Verhiltnis kehrt sich alles um; Faktoren,
die sonst in den Zihler kommen, treten in den Nenner und umgekehrt.

1, Beispiel:
1
Wenn jemand tiglich 8 DM ausgibt, reicht er mit seinem Gelde 75 Tage.

Wie lange wird er reichen, wenn er tiglich 10 DM ausgibt ?

Zuerst die Frage: Gerades oder umgekehrtes Verhiltnis? Je mehr man
tdglich ausgibt, desto weniger lange reicht man. Also haben wir ein umge-
kehrtes Verhiltnis,

. . 15
Bei 8 DM tiglich reicht er el Tage

Bei 10 DM tiiglich reicht er ¥ Tage

1. Wir schlieBen auf die Einheit:

15-38
8 =

15
Beil DM tédglich reicht er > Tage (also 8mal soviel Zeit).
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2. Was wir wissen wollen:

} . . 15-8 15- 8 1 .
Bei 10 DM tiglich reicht er 110 = ——— (also — der Zeit)
2-10 10
3. Ergebni AN Py
. : x = = age
rgebnis 210 £

2. Beispiel:
. . . 1 1 . . L
Ein rechteckiger Platz ist 225 m lang und 105 m breit. Wie lang ist ein

1
gleich grofler Platz von 75 m Breite ?

Zeichnen Sie im Mafistab 1 : 10000, also mit 22,5 mm + 10,5 mm das erste
Rechteck, mul nun das zweite mit 7,5 mm Breite eine groBere oder geringere
Linge haben?

Es ist leicht zu erkennen, daf es sich um ein umgekehrtes Verhiltnis handelt.

21 45
Bei = m Breite hat das Rechteck - m Linge

15
Bei e Breite hat das Rechteck » m Linge

45 21
Beil m Breite hat das Rechteck 5 0 > m Linge

.15 . 45-21 15 .
Bei 2™ Breite hat das Rechteck 77 ‘3™ Linge
45+21+2 63
= = = 31~ m Lange

T 27215 Z

3. Beispiel:
. P 1 m . .
Bei einer Geschwindigkeit von 3-;’- —— braucht ein Radfahrer 84 min fir
s

1 m
einen Weg. Wie lange braucht er bei der Geschwindigheit von 35 — 7
s

Erstens untersuchen wir das Verhiltnis der Geschwindigkeit zur Zeit.
Je mehr Geschwindigkeit — desto weniger Zeit wird benétigt. Also handelt
¢s sich hier um ein umgekehrtes Verhiltnis.
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10 m
Bei der Geschwindigkeit 5= braucht er 84 min
s

7 m g
Bei der Geschwindigkeit 7 s braucht er » min

m LI
Bei der Geschwindigkeit 1 — braucht er 84 « 3 min
s

_— il 8410 7
Bai der Geschiwindigleit — — Liraucht er 5 min
84102
# = ————— = 80 min
3-7

Ubungsaufgaben:

595, Wenn eine Arbeit bei taglich 12 h Arbeitszeit in 30 Tagen vollendet

596.

597.

598,

599.

600.

601.

wird, wieviel Tage sind dann bei 10stiindiger Arbeitszeit erforderlich ?

3 Rohre fiillen einen Kessel in 3 h 20 min. Wieviel Zeit werden 5 Rohre
vom gleichen Durchmesser brauchen ?

Ein FubBginger braucht 10 Tage fiir einen Weg, wenn er tdglich 30 km
zuriicklegt. Wieviel km miiBte er téglich gehen, wenn er erst in 15 Tagen
am Ziel sein wollte ?

Zur Belegung eines Flures braucht man 1536 quadratische Platten von
je 400 c¢m3. Wieviel Platten von je 256 cm? miiBte man statt dessen

nehmen ?

2
Ein Rad von 25 m Umfang hat auf einer Strecke 375 Umdrehungen ge-

macht. Wieviel Umdrehungen macht auf derselben Strecke ein Rad von

1
2— m Umfang?

2z

1 L.
8 Arbeiter brauchen zu einer Arbeit 675 Tage. Wieviel Tage brauchen
dann 12 Arbeiter ?
1
Fiir den FuBboden eines Zimmers sollte eine Anzahl Bretter von 4; m
1

Lange und 5 m Breite verwendet werden. Es sind aber nur Bretter von

2 i
3— m Lange erhiltlich. Welche Breite miissen diese Bretter besitzen,
5

damit jedes eine ebensogroBe Oberfliche hat wie ein Brett der ersten
Sorte ?
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Ubungsaufgaben:

602. Ein ?.-fi-hh‘r zeigtim Dezember 28 KWh | Kalowattstunden) Verbrauch an
eteletrischor Energie an. Dazo lommt elne Grondgebiihr von 2,30 DM,
Es waren I giangan 7,990 DM 2o zahlen, Berechoen Sie die Zahinne fir

Januar, wenn der Zilller cinen Verbrouch von 23 EWH angibtl (Din
Grondgehithr imt dis gleiche) ?

603. Ein Schnelllzug legt die 145 km lange Strecke in 1 h 22 min zuriick. In
yve]cher Zeit legt der Zug die Strecke von 540 km zuriick ? (Das Ergebnis
ist auf ganze min abzurunden.)

604. DaslVorderrad eines Fahrrads von 2,25 m Umfang macht auf einer
bestimmten Strecke 2352 Umdrehungen. Wieviel Umdrehungen muf

das Vorderrad eines Motorrads machen, dessen Radumfang nur lzm ist?
4

605. Wifviel kostet ein rechtwinkliges Grundstiick von 37 m Linge und
34? m Breite, wenn 1m® 24 DM kostet ?

606. Ein rechteckiger Wasserbehilter ist 2,4 m lang, 2,1 m breit und 1,5 m
hoch. lInlwelcher Zeit wird der Behdlter gefiillt, wenn in jeder Minute
28 I hineinflieBen ? (Rauminhalt = Linge mal Breite mal Héhe.)

1
607. Bei 3; m Abstand lassen sich 100 Biaume lings eines Weges pflanzen.

L 2
Wieviel Biume braucht man bei 1? m Abstand?

3
608. In 12? Monaten schaffen 15 Mann eine Arbeit. Wieviel Mann leisten

4
dieselbe Arbeit schon in 6? Monaten ?

609. Kin PKW braucht bis zum Zielort bei einer Geschwindigkeit von 50
lemi b B Stunden. Um wieviel verkiirzt sich die Fahrzeit, wenn er 7 km/fh
aschneller wind ?

11.3. Prozentrechnung (Allgemeines)

Die Prozentrechnung ist eine Dreisatzrechnung mit der feststehenden Zahl
100. Die zu vergleichenden Werte werden auf die Zahl 100 bezogen; Prozent
bedeutet vom Hundert. Die Abkiirzung fir Prozent ist v.H., das Zeichen ist %,.
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Grundwert: Der Grundwert ,.k" (auch Kapital genannt) entspricht 100
Hundertsteln, also dem Ganzen oder 100 %,.

Prozentsatz: Der Prozentsatz ,,p'’ ist siets ein Teil von Hundert. Er wird
immer in bezug auf ITundert angegeben. Der Prozentsatz p = 1 bedeutet
1 Prozent des Grundwertes oder 1 Hundertstel vom Grundwert.

Prozentwert: Der Prozentwert ,,2'* ist ein bestimmter Teil des Ganzen.

Von diesen drei Werten sind stets zwei Werte gegeben, der 3. Wert wird ge-
sucht.

1. Beispiel:

Mit 600 DM gewinnt ein Kauimann 30 DM.
Mit 1 DM gewinnt er 30 : 600 = 0,05 DM.
Mit 100 DM gewinnt er 0,05 - 100 = 5%,

Die 600 DM Kapital nennen wir den Grundwert ,,k*,
die 30 DM Gewinn bezeichen wir mit Prozentwert ,,z",
den Gewinn pro Hundert bezeichnen wir mit Prozentsatz ,,p".

2. Beispiel:
Von dem Grundwert 500 DM sollen 309, berechnet werden.

100%, entsprechen gleich 500 DM
309, entsprechen gleich x DM

500
1. Wir schlieBen aunf die Einheit: 19, entspricht gleich 100 DM

500
2. Was wir wissen wollen: 309, entsprechen gleich 100 + 30 DM

500 - 30
X =
100

3. Ergebnis: = 150 DM

Wenn wir auf diese Weise eine Reihe von Aufgaben losen, so kénnen wir
feststellen: Auf dem Bruchstrich erscheinen stets der Grundwert und der
Prozentsatz, unter dem Bruchstrich steht immer die Zahl 100.

Grundwert * Prozentsatz
100 .

Prozentwert

kp
100

z =
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Durch Umstellung der Formel ergibt sich: k = z- 100
P
z + 100
und =
P K

3. Beispiel:

Ein Kupfererz enthilt 359, Kupfer. Wie grofl ist der Kupiergehalt einer
Ladung ven 8,6 t Kupferkies ?

In diesem Beispiel sind der Prozentsatz p und der Grundwert k bekannt.
Der Prozentwert z wird gesucht.
k+p
~ 100
8,635
100
z = 3 t Kupferkies

4. Beispiel:
Eine Ware wiegt insgesamt 400 kg. Die Verpackung wiegt 12 kg. Wieviel 9
des Gesamtgewichts sind das?

In diesem Beispiel sind der Grundwert k und der Prozentwert z bekannt.
Der Prozentsatz p wird gesucht.

z = 100
Tk

12+ 100
P = =200
P=3%

5. Beispiel:

Eine Hausirau hat bei ihrem Kaufmann 9 DM Riickvergiitung bekommen.

Der Einzelhdindler gibt 1,59, Rabatt. Fiir wieviel DM hat die Hausfrau
gekauft ?

In diesemn Beispiel sind der Prozentwert z und der Prozentsatz p bekannt,
Der Grundwert k wird gesucht.

k=z'100
p

k=9'100
1,5

k = 600 DM
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Ubungsaufgaben:

Wie groB sind die Prozentwerte?

610. 2%, 3% und 5% von
a) 3DM  b)15DM ¢} 320 DM d) 4510 DM ¢) 22320 DM

1y 186420 DM

1 2 30
611. E%. 3% und 1/0 vOon

a)12DM b)48DM ) 384 DM d) 758 DM ) 36408 DM
f) 403320 DM

612. 129, 229 und 330/

. — oy & = von
5 Yo 5 % un s
a)60 DM b) 84 DM ¢} 672 DM  d) 6096 DM e) 42864 DM
f) 208 176 DM

613. Wieviel Roheisen 148t sich aus 450 t schwedischen Erzes gewinnen,
wenn dieses 559% Eisen enthilt?

614, [in Juhre 1970 sind tund 52 Millionen IO umigesetet wordet, Tm
Jahre 1971 betrog der Umsatz schon 34,629 mehr, Hcrrr!:rlr:h_Sle
dipsan Prorentsatz und dann den peswmton Umeate 1975,

1
615. Wieviel betriigt die Versicherungsgebiihr von 12% auf ein mit
37420 DM versichertes Warenlager ?

3 .
616. Wieviel betrigt a) die PreisermaBigung von 44- 9, (im kaufminnischen

Leben Rabatt, Diskont oder Skonto genannt) fiir 265 m Formstahl,
wenn 1 m 1,60 DM kostet? b) Wieviel ist bei diesem Preisnachla
dann nur noch zu zahlen ?

1
617. Eine Rechnung lautet auf 176,50 DM, darauf werden 125 o4 Rabatt
gewihrt. Wieviel ist dann bar zu bezahlen ?
618. Tine Werkstatt besicht 15 Parallelechraubstocke, dis Stick zu 42

DM. [her Licferant gewhlirt bel Zohlony innechilb 4 Wochen 3%
Skonto, Welchor Betrng wire in diesem Falle #o zahlen ?

619, Wieviel betrigt der Tagesverdienst eines Schlossers, wenn er von
49 DM um 15%, erhéht wurde ?
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Tbungsaufgaben:

620, Bauxit (Tonerde) enthilt etwa 559, Alumininm. Wieviel t Aluminium
1
sind in 2—2t Bauxit enthalten ?

1
621. Von einem Dieselmotor wird eine Leistung von 125 PS erzeugt; die

praktisch verwendbare Nutzleistung betrigt 80 ¢, davon. Wieviel PS sind
das ?

3
622. Auf einen Rechnungsbetrag von 126 DM wird ZZ% Rabatt gewdhrt.

Wieviel ist nur zu zahlen ?
Il - . 1
623, Einkaufspreis 436 DM, Gewinn 6;%. Wie groB ist der Verkaufspreis ?

624. Ein Schiffseigentiimer versichert sein Schiff zu 45200DM und zahlt der
. . 1
Versicherungsgesellschaftjihrlich ZE% Primie. Wieviel DM sind das?

625. Ein Beamter mit einem Jahreseinkommen von 17 200 DM wird in
den Ruhestand versetzt und erhilt 759, Ruhegehalt. Wieviel Ruhe-
gehalt bekommt er monatlich ?

626. An einem Betriebsausflug nahmen 880 Personen teil. Daven waren
259 Jugendliche, die eine Verzehrkarte iiber 5 DM erhielten. Von
den Erwachsenen erhielten 559, Minner eine Verzehrkarte iiber
10 DM, die Ehefrauen eine iiber 7,50 DM. Wieviel gab der Betrieb
fir Verzehrkarten aus ?

627. Ein Angestellter mit einem Monatseinkommen von 1100 DM spart fiir

1
das Studium seiner Kinder monatlich 4-%,. Wieviel spart er in 18 Jahren ?
2

11.4. Prozentrechnung mit dem vermehrten
und verminderten Grundwert

Beispiel:

Der neue Preis einer Ware betragt 309 DM. Der Aufschlag ist hierbei 39,
Wie hoch war der alte Preis ?
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Wir stellen fest: der neue Preis entspricht dem vermehrten Grundwert v.G.,
der Aufschlag entspricht dem Prozentsatz p,
der alte Preis entspricht dem Grundwert k.

Ausrechnung:

Der um 3%, vermehrte Grundwert betrigt 1039, = 309 DM.
. : 309

Wir schlieflen auf die Einheit: 19 ist der 103. Teil = ey

. 309
Was wir wissen wollen: 1009, (der alte Preis) sind = = 100

Hieraus ergibt sich die Formel:
vermehrter Grundwert » 100
"~ vermehrter Grundwert in %,

309 - 100
103

k = 300 DM

Dieselbe Uberlegung gilt auch fiir den verminderten Grundwert.

Hierfiir lautet die Formel:

verminderter Grundwert » 100
verminderter Grundwert in %,

Beispiel:
Der neue Preis (verminderter Grundwert) betrigt 342 DM; der Abschlag
(Prozentsatz) betrigt 59,. Wie gro8 war der alte Preis (Grundwert)?

Ausrechnung:

Der um 59, verminderte Grundwert betrigt 95%, = 342 DM

. 342
‘Wir schlieBen wieder au idie Einheit: 19 ist der 95. Teil = s

o 342 « 100
Was wir wissen wollen: 1009, (der alte Preis) sind = IO
342 - 100
k — o
95
k = 360 DM
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Ubungsaufgaben:

628.

629.

630.

631.

632,

633.

634,

635.

636.

637.

638.

639.

Nach einer Gehaltserhéhung von 6%, erhilt ein Beamter ein Monats-
gehalt von 1272 DM. Wie hoch waren die alten Beziige ?

Eino Aktontasche, die bel 337, Gewinnaufschlag mit 60,75 DM verkauft
werden sallte, worde wozen Hiumung des Geschifts zum FEinkaufspreis
abgogebon. Wieviel betrug der Einkaufspreis ?

1
Der Menatsumsatz einer Firma ist im Juni um 75% auf 37625 DM
angestiegen. Wie gro8 war der Umsatz im Mai 7
Die Werbe- und Reklamekosten einer Firma wurden fiir das neue

Geschiftsjahr um 159, erhéht und betragen nun 3910 DM. Wie hoch
waren die Werbekosten des vergangenen Jahres ?

Nach giner Anzahling vin 32,45 1M besahlt jomand einon’ Kihlschrank
in 12 Manatsraten von jo 33 1M, Dier Toilzahlungsanizchlag betript
129, Wikviel hiitte der Kithlsohrank bl Batsahlung goliostot )

1
Nach Abzug von 25% wurden 331,50 DM auf ein Postscheckkonto

tiberwiesen, Wie hoch war der Rechnungsbetrag ?

Kafiee verliert beim Rosten 18%. Das Gewicht nach dem Résten
betrigt 295,20 kg. Berechnen Sie das Gewicht des Rohkaffees!

1
Eine Schlafzimmereinrichtung wird um 75% im Preis herabgesetzt und

kostet nun 740 DM. Wie hoch war der urspriingliche Preis ?

1
Der Jahresumsatz einer Firma ist um 12—2 % auf 191520 DM zuriickge-

gangen. Wie grol war der Umsatz des Vorjahres ?

Auf einer Leitung betrigt der Spannungsverlust 5%,. Wie groB ist die
Endspannung, wenn die Eingangsspannung 220 V betrdgt?

Durch eine Widerstandsinderung geht der Strom von 5 A auf 2,4 A
zuriick, Wie groB ist die Widerstandszunahme in 9, ?

Nach einer Verringerung der Stromstdrke nm 129 werden 3,52 A ge-
messen. Wie groll war der Strom vorher?
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12. Zahlensysteme

12.1. Dezimalzahlensystem

Iy matiirfichen Zahlen werden im allgemicinen im dezimalen Zahlensyetem
mit dlea 10 Destmalziffern 0, 1, 2. .0 geschricben. Sie diedon als anl!!.t-.'il-'h.l."i'l
filr e ersten zehn anfeinanderfolgenden panzen Zahlen von 0 g 0. Alle
wilteren nattrlichen Zahlen werden durch Kombinationen, dieser Ziffern
dargestelll. Nach 8 folgt 10, dann folgen die Zahlen | 112 13 usw, Fitr den
Wert einer Zahil sind jedoch nloht nur die I ik vor hommemdin Ziffern. son-
deth anch deren Stellimg inneshally dér Zahl yon Pedeutung. Die erste 'Zifh-:r
von reclite gibt dio Anzabl der Einer an, die swiite dig Anzahl der Zehner,
die dritte die der Hunderter, die vierte iie der Tatsender saw |

So besteht z. B. die Zahl 5302 aus 5 Tausendern, 3 Hundertern, 0 Zehnern
und 2 Einern.

]J:lll}t!LH_'ﬂ den Fiffern dip Stellen einer Zah! ontscheidindo Bedentutiy haben
spricht man vun emem Stellenwertsystem, das anf Potenzen mit der Basis 10
Legriindet ist. AMan nennt es anch Zchnersystem oder Dezimalsystem,

Beispiel: 5302 = 5 - 10% + 3 - 10t + 010t J- 2 - 100

= 5000 + 300 4- 0 4 2

Die Lage der Dezimalziffern innethalls der Zuhl, kurz als Stelle bezeichnet
gleht also entsch_eldend in die Summenlildung ein. Die einzelnen Dezimal-
ziffern werden hierbei mit Potenzen der Tasis 10 multipliziert.

Fiir das Reclmen st Desimalealilen gibt es Rechenmaschines, bei denen die
m1‘_m Liffern durch dis Z3hne vines Lahnrads dargestellt werden. 15in cinfaches
Beispiel ist auch der Kilometerzihler, Im rechten Fenster ercheinen nachein-
ander die Zahlin 0, 1, 2...9, die auf einom ringfirmigen Metallbond nufge-
Etruuhl sind, Nach einer vollen Umdrehnng ersclisint wisder dio 0, zugleich
edoch im beraclibarten Fenster die 1, weil diirch einen Mechanismus das links
benachbarte Motallband win vinen Schritt weltergedrehl wird. In der Mocha-
nik mucht es also keine Schwierigkeiten, 10 verschiedene Zustide sither von-
ill._ml.nr.Ir.*r zn noterscherdon, Da dic mechanischen Rechenmaschinen verlidilt-
nismiibig langsam arbeiten und im Lanfe der Zeit tlurch die Abnotzung der
Zahnritder leicht Fehler anftreten kimnen, worden in modernen Rechenan-
lagen' zur Darstollung der Zahlen pod zum Rechnen it ihnon elelctrische
Bauclemente verwondet, Dasy ist allerdings dos Dezimoleystom nicht be-
sonders gut geeigdet, weil dis fn Hetracli kommenden Bayelemente — Wi
Er‘hnh.er, Magnethorn wnd Transistir — yon ewelwiirtiger Natur simd,
Dt zwelwiirtipen (binfren) Baoelemente kimmen nicht 10, sondern nur

2 #qftﬁd:imlfh: Zahlzeichen vernthetter. Hicrlie ist dos Dunlrahlensysiem gut
geeignet.

— 182 —

ng.de

12,2, Dualzahlensystem

Im Gegensatz zum Dezimalzahlensystem mit der Basis 10 besitzt das Dual-
zahlensystem die Basis 2.

Es werden deshalb nicht 10, sondem nur 2 Ziffern, die Dualziffern 0 und 1,
fiir die Darstellung von Dualzahlen verwendet. Sonst erfolgt der Auibau
einer Dualzahl genauso wie der Aufbau einer Dezimalzahl. Wie also bei der
Dezimalzahl die Zehnerpotenzen von links nach rechts fallend mit den einzel-
nen Dezimalziffern multipliziert werden,

z. B, 253 = 2-102 + 510! 4+ 3 - 109,

so werden bei einer Dualzahl die Zweierpotenzen von links nach rechts
fallend mit den Dualziffern 0 oder 1 multipliziert.

1-28 4 1-20 4 0-20
44240

Beispiel: 6 =
also 6 ’; 110 (Dualzahl)

In dem vor- und nebenstehenden Beispiel handelt Dualzahl: 11¢
ed sl um eine deetstellipe Dgalealil | 110", Wenn
die drel Potetzey 22, 21 und 20 der Relhe nach mit
den eingddyen Dunlafiern multiplziert wenden,
so erhalten wir bei der Swmmenbildong die

Dezimalzahl ,,6".

122 =14 =
+1-28 =1-2
+0:20=0-1=

Dezimalzahl = 6

Il
| o +

In der nebenstehenden Tabelle sind fiir

. Dezimal- Dualzahl

einige Dezimalzahlen die zugehdrigen Dual- zahl 23 22 21 20
zahlen angegeben.

Die Dualziffer ,,1°° gibt das Vorhandensein 2 ;)

und die Ziffer ,,0'° das Nichtvorhandensein 9 1 '0

der betreffenden Zweierpotenz an. 3 11

4 100

5 101

6 110

7 111

8 1000

9 1001

10 1010

11 1011

12 1100
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Wenn wir mehrere gleichwertige Dualzahlen und Thezimalzahlen miteinander
vergleichen, so kénnen wir feststellen, dall im Durchschnitt die Linge der
Dualzahl der 3,3fachen Lange der zugehdrigen Ddezimalzahl entspricht
Dies liegt matiirlich daran, daB dic Dezimalzahl aus 10 Zahlzeichen {(1—9)
und die Dualzahl aus 2 Zaklzeichen (0 und 1} bhesteht

12.3. Umwandlung der beiden Zahlensysteme

Die Zahlen werden in der Regel im Dezimalsystem dargestellt. Zur Verarbei-
tung in den clektronischen Rechenanlagen ist jedoch eine Umwandlung der
Dezimalzahlen in den Dualcode crforderlich. Da das Ergebmis in der Rechen-
anlage als Dualzahl ermittelt wird, mull es anschlieBend wicder in eine
Dezimalzahl zuriickverwandelt werden. Die Umwandlung der Zahlen nennt
man auch Codierung, bei der Riickverwandinng spricht man von Decodierung.

12.3.1. Umwandlung von Dualzahlen in Dezimalzahlen

Zur Umwandlung ciner Dualzahl in eine Dezimalzahl wird jede Dualziffer
in das Dezimalsystem iibertragen, dic so entstehenden Dezimalzahlen werden
addiert.

Die Dualziffern 0 oder 1 geben jeweils an, ob die zu ihrer Stelle gehérende
Zweicrpotenz zu beriicksichtigen ist oder nicht.

Ist die Dualzahl z. 13. siebenstellig 1010011, so ist die erste Dualziffer (von
links beginnend) mit der zu ibr gehorenden Zweierpotenz 26 zu multiplizicren,
die ndchste mit 25 usw, Die Ergebnisse werden addiert und ergeben die
Dezimalzahl.

Beispiele: a) Dualzahl: 1010011 b} Dualzahl: 101100110

1-26 —1-64 — 64 128 =1 -25G -~ 256
+0:25=0-32= 0 40027 =0-128 = 0
4128 =1-16 = 16 4- 126 =1 . 64 = 064
+ 02 =0- 8= 0 +1-25=1'32ﬁ 3z
4+ 022 =0- 4= 0 + 0G24 =0- 16 = @
+1-20 =1 2= 2 +0r2=0- 8= 0
12021, 1= 1 +1-22=1- 4= 4
o T= Fle2l=1. 2= 2
Dezimalzahl: 83 LO-22=0- 1= 10

Dezimalzahl: 358
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12.3.2. Umwandlung von Dezimalzahlen in Pualzahlen

Zur Umwandlung einer Dezimalzahl in cine Dualzahl wird zunichst die gralite
Zweicrpolenz gesncht, die in der Dualzahl enthalten ist.

In der Ddezimalzahl 1315t e523 =8 13 = 1L-23 L 5

Fiir den Rest 3 wird {estgestellt, ob R 45

dic nichstniedrigere Zwelerpotenz o ,

22 — 4 darin enthalten ist. Das ist 13 = 1-23 4 1-22 +1

hier der Fall. Es bluibt.cin Rest von 8 + 4 a1

1,.der wicder ‘duraufl?mriil)er‘lzjnl{t 13 123 p L 22 021
wird, ob dic nichstredrigere

Zweicrpotenz 21 = 2 darin enthal- = § 4+ 4 + 0 41
ten ist. Da.s ist nith cller l?al],_folg- 13 = 1-23 | 1-22 j-0-2L 4120
lich darf sie — it Hilfe der Dual-

ziffer 0 — keine DBeriicksichtigung = § + 4 + 0 + 1

finden. Dagegen geht der Rest 1
in der nidchstniedrigeren Zweicer-
potenz 20 = 1 auf

13 2 [1 161 Dualzahl

Diese Rechnung ist umstindlich, wir wollen deshalb folgendes Verfahren
anwenden.

Die Dualzahl wird durcl eine fortgesetzte Division durch die Basis 2 ermittelt
Bei jeder Division entsteht ein Rest, der entweder 0 oder 1 sein kann. Die
Reste ergeben dann, von unten nach oben gelesen, die gesuchte Dualzahl,

Beispiele: a) Dezimalzahl: 75 b) Dezimalzahl: 121

75 ¥2 = 37 Rest 1 121 2 = 60 TRest 1
37 112 =18 Rest 1 60 -2 = 30 Rest 0
18 :2 =9 Rest 0 30 :2 =15 Kest 0
D52 = 4 Rest 1 L5 e 2 .- 7 Rest 1
442 =t 2 Rest O 7 = ) Rest 1
22 = 1 Tiest O 3 2=1 Rest 1
1:2= 0 Rest 1 112 0 Rest 1
Dualzahl: 1001011 Dualzahl: 1111001

12.4. Addition von Dualzahlen

Dic Addition von Dualzahlen entspricht weitgehend der Addition von Dezi-

I malzahlen. Beide Systeme unterscheiden sich lediglich in der Basis und in
der Anzahl der verwendeten Ziffern. Wic beim Rechnen im Dezimalsystem
wird die Addition zweier Dualzahlen Stelle um Stelle von rechts nach links
VOTZenommen
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Dabei gelten fiir die Addition von Dualzahlen folgende Regeln.

Ulertrag

2 Dualziffern: 0 +~0 = 0 2 Dualziffern 050 +\_01 @
0 +-1=1 einschl. Ubertrag: 0 + 0 - 1 = 1

1 +0=1 04+1-40=1

1 41 =10 0+1+1=10

1 +04+0=1

1 4-0+1=10

1 +1+4+0=10

1+141=11

Wenn sich bet der Addition cine zweistellige Dualzahl als Summe ergibt,
Z. B.'. 1 + 1 = 10, so ist die rechte Ziffer als Summenergebnis und die linke
als Ubertrag in der niichsthoheren Stelle zu Derticksichtigen,

Beispicle: o) Dualzahl —  Dezimalzahl L) Dualzabl — Diezimalzah
1100 12 100010 34
| lllfl 14 -- 11001 25
Ubertrige: T
11010 26 1o 59
c) 111011 59 d) 101110 46
B + 101![]0 44 11011 27
Ubertrige I 1 |- 1111 1
1100111 103 1001001 73
Ubungsaufgaben :

Umwandlung in Dezimalzahlen:

640. a) 1011 1y 10101 ) 100101 o) 1101101 ) 1101101010

Umwandlung in Dualzahlen:
641.a) 23 b) 37 «¢) 86 d) 124 ) 276 1) 517

Addition von Dualzahlen:

642, a) 10101 +4- 1010 b) 11010 -} 1101 ¢) 110101 - 101110
d) 10111000 + 1111011 ) 1100111001 + 1011101111
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13. Rechenstab

13.1. Allgemeines

Zahlenrechnungen konnen schriftlich, mit dem Rechenstaly oder mit Rechen-
tabellen ausgefithrt werden, Welche Rechenart man fite die Ausrechnung
emes lrgebnisses wiahlt, hingt von der erlorderlichen Rechengenauigkeit
ab; sie mull dem jeweiligen Zweck entsprechen. In den meisten Téllen ge-
niugt der Reclienstaly, der eme dreiziffrige RRechengenanighetl gewdhrleistet
Reicht dicse Rechengenauigkeit nicht aus, dann mufd das Kvrgebnis schriftlich
ansgerechnet oder den Rechentabellen entnommen werden,

Sind dic n die Zahlenrechnung cingehenden GroBen dreiziffrig, dann wire es sinn-
los, anf <+, 3 oder gar 10 Stellen ,,genau' zu rechnen, weil das Lirgebnis niemals
genaner sein kann als die Werte, die fiir die Ausrechnung verwendet werden. Iie
letzteren Ziffern des ,zu genawn' ausgerechneten Ergebmisses wiren nicht nur
iiberfliissig, sondern sogar [alsch

Sind die in die Zahlenrechnung eingehenden Grolien mehr als dreiziffrig und wird
eine héhere Rechengenanigkeit gefordert, dann reicht der Rechenstaly fur die Aus-
rechnung nicht mehrt aus; vielmehr mul das Ergebnis dann schriftlich ausgerechnet
oder anhand von Rechentabellen ermittelt werden.

1. Beispiel:
Dier Querschnitt einer Kapferleitung ergibt sich aus folgender Zihlenrechnung:
2 - 350 - 0,0178
0,283
Die Zahlen 0,0178 und 0,283 sind dreiziffrig; Nir die Ausrechnung gentgt der TRe-

chenstaly. Das Ergebnis lautet nicht R = 44,0282, Ohm, sondern I8 = 44,0 Ohm
(letzte Ziifer gerundet).

Z. Beispiel:
Die Mellgenanigkeit einer MeBschaltung crgibt sich aus folgender Zahlenrechnung:

2000 - 160

]
e 2001

Dic Zahl 2001 ist vierziffrig; fur die Ausrechnung genugt der Rechenstab nicht mehr;
vielmehr mul die Ausrechnung schriftlich vorgenommen werden. I2a die {fiir die
Rechnung verwendete Zahl 2001 wierziffrig ist, muf auch das Ergebnis vierziilrig
sein; es lautet:

Py = 99,95 v.H.
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3. Beispiel:

Der Heiliwiderstand eines Kaltleiters ergibt sich ans folgewder Zahlenrechnung:
R, = 330 -1,032

ihe Zahl 1,052 ist vierziffnig, so daB diec Rechengenauigkeit des Rechenstabs nicht
nmiehr aunsreicht. Lrlaubt aber die Rechengenauigkeit des Ergebmisses cine LRun-
dung dicser Zahl von 1,052 auf 1,05, dann kann der Rechenschicber trotzdem

benutzt werden

Ry = 330 - 1,03 = 346,5 Ohm, gerundet aul R, = 347 Ohm

in dem unteren Zahlenbereich (Bereich 1 bis 2) kédnnen drei Stellen direlet
abgelesen, die vierte Ziffer muld geschidtzt werden, z. B,

Rp = 330 -1,052 = 347 Ohm

Merke:

Die Benutzung des Rechenstabs ergibt sich aus der jeweilig erforderlichen
Rechengenauvigkeit fiir das Rechenergebnis. 15t die gelorderte Rechengenanig-
keit mehr als dreiziffrig, dann reicht die Rinstell- und Ablesegenavighkeit des
Rechenstabs nicht mehr aus und dic Ausrechnung mufl erforderlichentalls

schriftlich vorgenommen werden
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Alb. 13.1

ThHE
i
|EIEX
Lo | S

r - -t
|5 i
L~

Rechenstal

Jeder Rechenstab bestelit aus cinem festen Stab
hd et daran entlanpeleitenden Zunpge. fur Er-
Ieichterivhy des Alilesens und des Einstellens von
Lohlomworten dicnt efn durchalchiier Ligfer mit
dem  Lauforstrich, Wir belumdeln .hu-r nmr i
grundsitzlichen echenarten: Malnchmen, Tellen,
Quadratwurzelzichen und Quadricren. Hierfiir vir-
wenden wir die Zahlenreilion A, B, C und D.
Dariber hinans weisen 1och viele Rechenstdbe
dic Zahlenrcihen K fir Kubikzahlen ynd -wur-
eeln sawie Ol flie Weriproko hmungen [Kehr
wertrechnonpen) agd Fermor sind manche Rechon
stibe mit Zahlenreihen fiir Winkelfunktionswerte
und logarithmische Werte a usgestattet.

Das praktische Rechnen des Fernmeidetechnikers
besteht vorwiegend aus einer gecigneten Verbin-
dung von Stab- und Tabellenrechnen.

Jede Zahl nrechnung  beginnt mit eiper Uber-
schlagsrechhung.

Beispiele:

31,4 2192 & 30 - 200 =~ 6000

314 3 3

— A — A — = 2 oy 5 . — 3

102 200 5 10 1,5 - 102 a~ 0,015

Nach et f'|"-|__-,4 |:|i..|,|_'_-.||--|'i|:||!||;.l! wirr] e [,:1.,-||_,.|_-J_

stah auf die fir die \usreclimung vetwimdeten Zali-

e dingeatellt

Beim Hinstellen von Lohlenwwertim ot Hilfs der
Zunge oder ek Liuferstricha wihdt man picht
015 -."1-'|||-'-i-'.-i-ruln.a-\'ILIJ-!ZlﬂL.-J-'nnt], womilorn 1-3
(Eins-Fiinf). Die Stellenzal] des Ergobnirses wird
dunach dorch Thors: hlgsrechnung ermittelt.

Beim Stabrechnen soll die Zunge méglichst wenig
bewept werden, Zu diesom Zweelk Bc:dicnt man
sich wiitgehend der Reziprolirechnung mit Hille
der Zahlenreihe CIin Qe Zungenmitte.

ferhmreldelehrling.de
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13.2. Malnehmen

mit den Zahlenrcithen ¢ und I
“Man nimmt zwei Zahlenwerte mileinander mal, indem
man die Zahlenwertstrecken des Stabs und der Zunge

o Malgenommen  wird

zusammenzihlt.
‘ Beispiel: 1,8 - 4,0 = 7.2
|
Einstellung :
1. Die Zunge, Zablenreithe C, Ziffer 1, wird anl den  Stab,

Zahlenreilie D, I'aktor 1,8, eingeslellt.

1)

Der  Lauferstrich wird anof

i Zahlenrceihe C,
i Iaktor 4,0, cingestellt

dic Zunge,

3. Ablesen ber Lauferstrich auf dem Staly, Zahlenreihe D

Lrgebnis 7,2

13.2.1. Malnehmen — reziprok

Tiir das reziproke Malnchmen verwendet man die Zah-
lenreihen 1D und CI, Man nimmt zwei Zahlenwerle
miteinander reziprok mal, indem man dic Zahlenwert-
strecken des Stabs und der Zunge zusammenzihlt

Beispiel: 1,8 -4 == 7,2
Einstellung:

14

1. Der Lauferstrich wird aul Jen Stab, Zahlenreihe D, Taktor

1,8, cingestellt

2. Die Zunge, Zahlenreihe CI, Faltor
gestellten Lauferstrich eingestellt.

4, wird aui den em-

3. Der  Liuferstrich wird auf Zahlenreihe CI,

Zifler 1, eingestellt

dic Zunge,

4. Ablesen iiber Liuferstrich anf dem Stalb, Zahlenreihe ID;

Llrgebmis 7,2

Abb. 13.2 — Malnehmen
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13.3. Teilen

Zahlenreibhen € und L)
anderen Zah-

Zungoe

Geteilt  wird mil  den
Man teilt einen Zahilenwert durch einren
lemwert, indem man die Zahlenwertstrecke
von der des Stabs abziehd.

der

Beispiel: 7.2 : 4 = 1,8

Einstellung :
. Der Liaferstrich wird auf den Stal, Zahleureithe I, Divi-
dend 7,2, emgestellt
. Die Zunge, Zahlenreihe €, Divisor 4.0, wird anfl  den
L..mtorermh cingestellt
. Der Liuferstrich  wird auf die Zuuge, Zahlenreibe C,

Zitler 1, cingestetlt.

Ablesen Tiher Lanferstrich anf demr Stab, Zalhlenreihe D;

J* rechnis 1,8

13.3.1. Teilen — reziprok

Tiir das reziproke Teilen verwendet man die Zallen-
reihen 1} und CI. Man teilt einen Zahlenwert durch
cinen anderen, indem man die Zahlenwertstrecke der

“Zunge von der des Stabs abzicht,

Beispiel: 7,2 : 4 = 1,8
Einstellung:
1. Der Liuferstrich  wird  auf  den Stab, Zahienreihe [,

Dividend 7,2, eingestelit.

2, Dic Zunge, Zahlenveihe CI, Ziffer 1, wird auf den cinge-
stellten Liuferstrich eingestellt.

3 Der Liuferstrich wird auf die Zunge, Zahlenrcihe 1,
Envisor 4,0, verschoben,

4. Ablesen tber Lauferstrich auf dem Stal, Zahlenrcihe 1);

LErgebnis 1,8,

Abb. 13.3 — Teilen

fernmeldelehrling.de
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13.4. Quadratwurzelzichen
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Abb. 13.4 -— Quadratwurzelzichen

Ouadratwurzeln werden gezogen mit den Zahlenreihen A und D.
Beispiel: |/ 518 -~ 7,2

Eingtellung:
1. Der Lauferstrich wird anl den Stal, Zalilenreihe A, Radiant 31,8, cingestellt.

2. Ablesen tiber Livfersirich anf demn 5tal, Zahlenreihe I rgebms 7,2,

13.5. Quadrieren

L T O \!l Lprjeprm I|\‘\'I|III|I|“\JI|\:I}‘|\|\ ':‘NUH |\‘\‘1‘H\JII RTINS 1y ‘H“IU“!”‘I|'1H‘U!| HI|HIJ|\I“HH|H| RN “‘lL‘
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_.rJ y ki | | 1 lui
AR 1z 13 1 15 e 7 By, 2ee ;
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e T i i 3 g o o s A i i i

Abb. 13.5 — Quadrieren

Quagdriert wird mit den Zahlenrcihen Id und A
Beispiel: 1,8* = 3,24

Einstellung:
1. Der Liuferstrich wird auf den Stab, Zahlenreihe T3, Basis 1,8, cingestellf.

2. Ablesen uiler Ldnlerstrich aul dem Stab, Zahlenrethe A; Trgebnis 3,24,
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Weitere Beispiele zum Abschnitt 13:

1. Beispiel:

240 - 0,018 . &4 1,8
O ke Uberschlay: (0,25
i6 11
Einstellung:

1. Der Livfersirich wivd aufl dea Staly, Zahlenreihe I3, Palior 240, eingestellt

20 Ide Zunge, Zahlenrcithe CL, PFaktor 0,018, wird anf den cingestellten Lauter-
strich cingestellt.

3 Der Laulerstrich wand au! die Zunge, Zablenreihe CL, Divisor 16, cingestellt

4+ Ablesen uber Lauflerstrich anf dem Stab, Zahleureihe 1; Lrgebms 0,27

2. Beispicl:
1,257 « 1078 - 12002 - 4 - 10!
6-10

Eine dreizilinge Rechengenavigkelt st ausrelchend ; wir runden die Zahl 1,257 auf
1,26.

1,20 - 107% - 1200% - 4 - 10 ¢

- L L2002 .= | 44« Lo®
610
1,20 ¢ 1078 « 144 - (0% « 4 - 19
L, Zehnerpotenzen ordnen !
0102
126« 1,44 - 4-102
L -
G
L2515 4102 7.3
[Thetuchlnge A o 1 g 1.2 e
i i
Einstellung :

L. Dvie Zunge, Zahlencethe C, Zifter 1, wird aul den Staly, Zahlenrethe 1Y, Taktor
1,26, cinguestellt,

2. Der Lavferstricl: wid auf die Zunge, Zahlepreihe O, Taktor 144, clugestellt

J. Die Zunge, Zahlenreihe CI, UFaklor 4, wird auf den ecingestellten Liufersirich
cingestel i,

+. Der Liuferstrich wird aufl die Zahlenreihe CI, Divisor 0, eingestelit.

=M

- Ablesen auf dem Staly, Zahlenreihe 12; lirechnis 1,21 - 10-2 1T — 12,1 mill
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Ubungsaufgaben:
043, 4 28,206,758 B) 2430 - 00075
O n) 28,2 006,78 Tr) 24500 0 00075
20,7+ ol 2054 154
43, )
1,30 10,051
GAG o) PTG 1y Jo 25900
647, aj 28,2¢ [ 2530002
= 3.1 0,02 - 3014
O4X. a) by
+ !
03032 1,11 - 107
o449, 17
1,257 - 1G7% - 2
1,237 =108 - 24002 - 256 - 10t
[EW1d]
G,32 « LU=
3,854 102 4,020 2538 104
S}

0,35+

10-3

ch 00012 - 45,6
G 0,0012 1 48,6

00310 - 6,2

0,36 - 185
A T
LIHI216
11152 3,14

)
'l
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Grundkenntnisse der Physik

14. Begritfe und Einheiten

In der Technik werden physikalische nd ehemische Vorgdnge unterschieden
Von cutemn physikalischen Vorgang spricht man, wenn bel cinem techni-
schen Vorgung = B <die Form, die Lage oder der Zustand cines Stoffes
verindert wird.

Beispiele:
Zerklemern eines Stoffes
Nicderdriicken einer Tirkhnke

Wasser lann fest, Hussig oder gasformig aullreten

Wenn Dbei einem technischen Vorgang cin Stoff in cinen anderen Stoff oder
in mehrere andere Stoffe umgewandelt wird, so spricht man von einem
chemischen Vorgang.

Beispicle:
IDas Rosten von liisen
Wasser kann m Wasserstoll und Saunerstoff zersctzt werden

Alle physikalischen oder chemischen Vorginge kann inan aul physika-
lische oder chemische Gesctze zuriickfihren. THese Gesetze lassen sich am
kiirzesten durch mathematische Formeln ausdriicken und als Gleichungen
schreiben.

Die physikalischen Gréfen (z. 3. die I'liche, die Kralt, dic Geschwindighkeit
usw.) werden in den Formeln (Gleichungen) derch Formelzeichen angegeben
Beispiel fiir cinc Formel:

Rechtecklliche - Linge -+ Breite
A = a . b

Fir die physikalischen Grofien sind Einheiten (Mafleinheiten, Malgrofen,

Dimensionen} festgelegt, die chenfalls durch Kurzzeichen angegeben werden.

Beispicl:

m = Kurzzeichen fiir das Meter (Einheit der Linge)
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14.1. Die Grundeinheiten des
Internationalen Einheitensystems

Seil langem bemGhen sich internationale Orgamsationen, cin gemeinsanies
Einheitensyvstem zu schaften. Von der Generalkonlerenz [iir Mall and Gewichi
warde deshalb im Jahre 196G ¢in Linheitensystem beschlessen, das den Namen
Loystéme International 'Unités (S1) erhielt. Die Bundesrepublile ist als
Mitglicedd der Meterkonvention verpllichtet, ihre Gesetze den Beschliissen
der Generalkonferenz fir dMali und Gewichit anzupassen. Aus dieseimn Grunde
wurde ein neues Einheilengeselz und ecine erginzende Rechtsverordnung ge-
schaffen; diese siud am 5. 7. 1970 in Ikvaft getreten,

Im Gesetz werden die sechs Basiscinheiten Meter [m], Kilogramm |kg], Se-
kunde [s], Ampere [A], Kelvin [K] und Candela [cd] genannt. In der

folgenden Aufstellung sind die nach der Auslithrungsverordnung uneinge-
schrankt verwendbaren Einheiten auszugsweise aunfgefihrt

Dic Ausfihrungsverordnung enthilt auberdem emne Liste von Einheiten,
die nur noch bis zum 31, 12, 1977 verwendet werden diivfen, Dazu gehoren

u. ac
Kilopond 1 kp == 980065 N
Kalorie lcal = 4,1868 ]
Plerdestirke 1 PS5 = 73549875 W
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Die wichtigsten physikalischen Vorginge kénnen auf drei GrundgrilBien, fiir die
international anerkannte Grundeinheiten festgelegt worden sind, zuriick-
gefiihrt werden:

1. Grundgrife: Linge
2, Grundgréfie: Zeit
3. Grundgréfe: Masse (Kraft)

Von diesen drei GrundgroBen werden alle anderen Grolen abgeleitet,
indem sie durch Multiplikation von GrundgréBen (Arbeit = Kralt » Weg)
oder durch die Division von Grundgrofen (Geschwindiglieitt — Weg . Zeit)
dargestellt werden,

14.2. Linge

Die Linge ist die Entfernung zwischen zwei Punkten.
Formelzeichen fuv die Linge: ¢ (4, b, ¢)

Die Lingeneinheit ist das Meter (abgeliirzt m). Bei der internationalen Hin-
flihrung des Mcters wurde von dem 40000000, Teil des Erdumfangs, hzw
von dem 10000000, Teil des Meridianguadranten ansgegangein. Im internatio-
nalen Biiro fir Malbe und Gewichte, im Pavillon de I3releuil in Sévres bei
Paris, wird ein Platin-Iridium-Stab, dessen Querschnitt in AbL. 141 darge-
stellt ist, als Urmeter anfbewahrt

Abb. 14.1 — Urmeter

Da el der Anfertigung veon Nachbildungen Ungenauigkeiten nicht auszi-
schliclien sind, werden seit 1960 bereits Lichtwellen der modernen Melitech-
nik als Mebgrondlage verwendet

Das Meter ist deshalb als das 1650763,73fache der Wellenlinge des leuch-
tenden Kryplonisotops 86 festgelegt worden. Das Vergleichen mit dem in
PParis aufbewahrten Urmeter st nicht mehr erforderlicl, weil mil Ilille von
technn. Einrichtungen IKryptonlicht als MeBgrundlage iiberall crzengl wer-
den kann.,
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Neben dem Meter [m] sind in der Technik folgende vom Meter abgeleitete
Liangeneinheiten iiblich:

1 Kilometer [km’ = 103 m

1 Zentimeter [em =102 m

1 Millimeter [mm ! = 1073

1 Mikron [u] = 108 m

1 Millimikron [mp] =10 m

1 Mikromilron [up] = 1012 m
MeBgerite:

Bandmald, Mablstaly, Schieblehre, MeRschraube.

Das Lichtjahr ist eine Lingencinbeit der Astronomie; dic Strecle, die das
Licht in cinem Jahr zuriicklegt, entsprichit 0,94608 - 1013 km

Aus der Lingencinheit werden dic Flichencinheit und dic Einheit des Raumes
(Volumenecinheit) abgeleitet. Flicheneinheit ist das Quadratmeter {m?2),
ein Quadrat, dessen Seitenlinge 1 m betragt. Volumencinheit ist das Kubik-
meter (m3), ein Wiirfel, dessen Kantenldnge 1 m betrigt

14.3. Zeit

Jeder Vorgang im praktischen Leben, auch in der Physik, besteht aus einer
TFolge von Ercignissen, Jedem Ereignis ist dabei eine bestimmte Zeit zuge-
or¢net; die einzelnen Ereignisse kinnen gleichzeitig stattfinden, sic kinnen
aber auch zeitlich aufeinanderfolgen. Der Zeithegriff und dic Zeitmessung
spiclen in den Beobachtungsreihen der Naturlehre eine wichtige Rolie,

Die Zeiteinheit ist die Sekunde s.

Fir dic cxakte physikalische Definition der Zeiteinheif wird diec 9192631 770-
fache Periodendauer der Strahlung von Cidsium-133-Atomen henutzt.

Auflerdem ist sie der 86400ste Teil des mittleren Sonnentages.
12in Tag st die Dauver einer vollen Umdrehung der Iirde um die Achse

1 Tag = 24 Stunden = 1440 Minuten = 80400 Selounden
L1 Tag =24 h = 1440 min = 80400 s

Dic Umdrehung der IErde wird ermittelt durch die Beobachtung der Stellung

der Iirde zur Sonne, und zwar wircd der zeitliche Abstand zweier anleinander-

folgender Kulminationen?) der Sonne gemessen (wiahrer Sonnentag)

7} IKulmination = Durchgang cines Gestirns durch den Meridian; hicrbei erreicht
das Gestirn scine groGte Hohe tiber dem [Horizont, Die ,,obere Kulmination™ der
Sonne tindet num 12,00 Uhr, die ,,untere INulmination’ um Mitternacht statt

— 202 —

Jeder Lingengrad der Erde hat seine cigene Zeit (Ortszeit), Um i prakti-
schen Leben die Zeitbestimmung zu vereinfachen, ist die Erde in 15° breite
Zonen eingeteilt worden, in denen jeweils die gleiche Zeit gilt (Zonenzeit).
Diese Zonen haben cinen Zeitunterschied von jeweils ciner Stunde. IHir
Deutschiand und die iibrigen mittelearopiischen Linder gilt die mittel-
curopaische Zeit (MEZ), d. h. dic Ortszeit des 15 Langengrades éstlich von
Greenwich Die Oriszeit von Greenwich ist als Weltzeit festgelegt worden

Melgeriitc:

Ulr, Pendeluhr, Chronometer (Zeitimesser}.

14.4. Masse und Kraft (Gewichtskraft)

Unter der Masse cines begrenzten 1$6rpers verstehen wir cine bestiminte
Stoffmenge, Diese Stoffmenge ist eine Summe vieler Teilchen {(z. B
Molekiile, Atome, [onen). Die Malleinheit der Masse, das Kilogramm (kg),
ist durch das Urmall der Masse, einen Platin-Inidium-Zylinder von 39 mm
Hohe und 39 mm Durchmesser, {estgelegt, Ebenso wie das Urmali des
Meters wird es i Paris aufbewahrt, I's entspricht dem Gewicht von 117
Wasser bel 4 °C. CGleichartige UrmaBe sind an alle Mitglicdsstaaten der
Meceterkonvention verteilt worden.

Durch dic Anziehungskraft der Erde wird von jedem Korper auf seine
Unterlage cine Kraft (ein Druclk) ausgeiibt, Die auf dic Unterlage wirkende
IKraft heillt auch Gewicht. Dic Anziehungskraft der Erde ist nicht iiberall
gleich grold. Sie mimmt mit zunchmender Entfernung vom Erdmiitelpunlit
aly; in 6370 km Héhe ist sic auf ¥ gesunken. Im {reien Weltenranm wiirde ein
Kérper zwar sein Gewicht — infolge fehlender Anzichungskraft — voll-
kommen verlieren, doch bleibt seine Masse als die Menge der Materic unver-
dndert, Der Mond ibt in scinem Anziehungsbereich auch cine Anzichungs-
kraft auf alle Iorper aus, die jedoch nur den 6, Teit der Erdanzichungsloalt
betrigt,

Ein Raumlahrer kann alse aul dem JMond Gmal so hoch springen wie aul
der Erde Aus dicsen Uberlegungen ergibt sich

Das Gewicht dndert sich mit dem Ort.

Anders st s jedoch mit der Masse des IS6rpers. Dic Substanzmenge (Masse)
bleibt unabhingig vom Ort imumer erhalten

Die Masse eines Korpers ist iiberall gleich grofl.

Nach demn Grundgeseiz von Newton gibt es zwischen der Kraft, dev Masse vl o
Beschleunigung cinen gesctzinalbigen Zusammenlhang.
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Wirlt auf cinen Wagen cine konstante beschleunigende Kraft I7 cin, so er-
héht sich seine Geschwindighkeit in jecder Selkunde um den gleichen Tieteag; die
Beschleunigung a st konstant.

Die Beschleunigung mibt die Zunahme der Geschwineigkeit pro Selkunde an, Da die

m
Geschwindigkeit in angegeben wird, st odie Linheit fiir die Beschlomugung
=
m 1
il = —
5 5%

\ullerdem ist uns aber hekannt, dali die Iraft fiir den 2zu beschleanigenden
Wiagen um so stidrker sein muld, je mehr der Wagen geladen hat und je
schneller er anfaliven soll. Hieraus ergibt sich ein Zusammenhang zwischen
der Kraft, der Masse und der Beschleunigung.

Wenn zwei gleiche Wagen die gleelie Beschleunigung erlalten sollen, so
bendtigt man fiir beide Wagen zusammen die doppelte Iiralt. Demzufolge
sind beide Wagen nichit nur gleich schwer, L h | sie werden gicich stark von
der Frde angezogen, sondern sie haben auch die gleiche trage Masse, die aul
die Beschleunigung cinwirkt.

Da dieser natirliche Zusammenhang besteht, kémnen wir die Massen vou
Korpern entweder ay mit Thilfe thres Gewichts oder b)) aulgrund ihrer
Tragheit untereinander vergleichen,
Das bedeutet fiir cinen Korper mit der Masse von | kg
a) er ist so schwer wie das Urkilogranm und wird am gleichen Ort
gleich stark von der Erde angezogen,
b} er ist so trige wie das Urkilogramm und bekommt Gberall durch
die gleiche Iraft die gleiche Beschleunigung.

Aulgrund der Iirkenminis nacll by wurde die ISrafteinheit Newion (N7 ein-

cefithet
1 Newton |N] ist dic Kraft, dic der Masse 1 kg dic Beschleunigung

m .
von 1— crteilt.
(30

Pas Newtonsche Beschlennigungsgesetz tautet

Kraft Masse - Beschleunigung

7 = e : @

- . m
Einheitengleichung : At Ly -
: o

Setzen wir Tiir die Wealt /7 die Gewichtskralt ¢ und it die beliehige Bescileunizung
a dic FaHbeschleunigung » in die Formel cin, so erhalten wir:

Gewichiskraft . Masse « Fallbeschleunigung

fx e
= ) 11
Linheitengleichung: N = kg
L
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[he Gewichtskraft eines Wérpers st also abhingix von der Fallbeschleunigung. Die
Irallbesehlennigung wiederum wird von der Anzichungskraft bestimmt.

Da zwei IKarper gleicher Masse am selben Ort auch die gleiche Gewichtskraft
haben, TGt sich die Masse cines Iorpers aul einer Hebelwaage <urch Ver-
gleich mit Gewichtssticken bestimmen, d, b wiegen

—i2}
jay

'
Fi Fo

Abb. 14.2 -— Hebelwaage

Fp = Iy
In diesem FFall ist auch: niy = Mg
Dies ist erklirlich, da beide Korper — das Gewichtsstiick und der zu wie-

gende Korper — am selben Ort einer gleich grofien Erdanziehung unterlicgen

Alle Mitglicder der Meterkonvention haben die gleichien Urmale {tir das Kilogramm
erhalten, d.h, daf diese Urtypen fiir dic im Handel usw. zu verwendenden Ge-
wichtsstiicke alle die gleiche Masse haben. Gleichgiiltiz, wo man auf der Lrde
1 kg DButter cinkaunft, man erhilt tberall die gleiche Menge Butter, wenn sie anl
der Hebelwaage abgewogen wird. Deshalh ist im ITandels- und Wirtschaftsleben
sowic im tiglichen Leben fast nur das Kilogramm als Maleinheit gebriuchlich.

Inder Technii Is¢ jedoch die Unterscheidung nach Gewicht und Basse er-
forderlich, allerdings wird heute noch in viclen Féllen als Malicinheit fiir die
Kraftdas Kilopond [kp] verwendet (bis 1977 noch zuldssig)
1 Kilopowd [kp] ist die I¥ralt, die eine Masse von 1 Wilogramm [leg]
unter 45° geogralischer Dreite in Meeresspregelhdhe infolge ihres
Goewichts anf ihre Unterlage ausubt

Wir wollen jedoch das Einheitengesetz vom 5. 7. 1970 beachten und kinftiy
in unseren Beispiclen und Uberlegungen Newton [N] als MaBeinheit fir die
Kraft verwenden. Eine Umrcchung in kp ist wie folgt méglich:

1 kp = 9,81 Newton
1 Newton - 102 p
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14.4.1. MKS-System

2

Die 3 Grundgrolien Linge, Masse und Zett werden aul die Grundeinheiten
Aleter, Wilogramm und Sekunde zurdckgelithre. THeraus ergibt sich das MES-
System. Mit ITilfe dieser Grundgrien lassen sich andere GroBenarten ablei-
ten (Fliche m?, Geschwindigheit i uswi) ITierdurch wind das Nacheichen
=

der Grundnormalen auf ein Mindestmali beschrinkt und die physikalischen
Gleichungen werden weilgehend von den 1—‘roportimmllLLLHI";lI{L(-)mn belreit.
Wiirde z- Boin der Gleichung 19 = m - a die Kraft nichtin Newton [::-!{m], son-
dern in Ky angegeben, so mialbten wir den Fakror 9,81 cinsclzen und in der
Rechnung mitschleppen, AnBerdem echalten wir eine Rechenkontrelle, indem
auf bheiden Seiten der Glerchung die gleichen Grundeinheiton auftreten miis-
sen

14.4.2. MKSA-System

Nimint man zu den Grundeinheiten Meter, Kilogramm und Sckunde noch
die Finheit cder Stromstiirke TAmpere), so erhilt man das MINSA-Svstem
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15. Aufbau und Zustandsformen
der Korper

Jeder Worper beansprucht fiir sich cinen Raum. Der plivsikaliseh kleinste
crreichbare Teil cines Stofles heiidl Molekiil. Dic Molekiile sind die kieinsten
Tavsteine einer chemischen Verbindung. Die Zusammenhangskraft, die die
Molelaile eines Stofles zusammenhiilt, heilt Kohéision. Ohne Kohision witt-
den alle Korper auseinanderfallen

Die Kraft, mit der verschiedene Stoffe duberlich ancinanderhallen, nennt
man Adhiision (Anhangskraft), z. B. Kitt vnd Glas, IFarbe und Metall

1 Molekile fassen sich chemisch noch weiter zerlegen in Atome. Atome
sind die kleinsten Teile cines Grundstoffs oder Elements; cs gibt ctwa 100
Elemente. Das Atom ist unteilbar. Es besteht aus elektrisch ungeladenen
Tetlchen (Neutrenen) und den elektrisch positiv und negativ getadenen
Teilchen {Proton -F, Elekiron —)

Siamtliche Kérper {Stoffe) sind aus den Grundsloffen zusammengesetzt.
Sie unterscheiden sich voneinander durch die Art und Anzahl der in ihren
AMolekiilen veorhandenen Atome

Alle Kérper kénnen in festem, Aissigem oder gasformigem Zustand den
Raum ausfiillen. Dicse Zustandsform oder Aggregatzustinde der Korper
hiingen von der Stirke der Kohdsion ab, Durch Temperaturverinderungen
bzw. durch Druckiinderungen kann die Stirke der Kohision und damit der
Aggregatzustand geindert werden.

15.1. Feste Korper

Die Stoffe der festen Korper haben cinen bestimmten Rauminhalt und eine
bestimmie Gestalt. Ihre Molekiile konnen nur schwer gegeneinander ver-
schoben oder voncinander getrennt werden, weil zwischen den Molekilen
cine grofie I{ohasion besteht.

Feste Korper haben verschiedene Eigenschaften. Sie konnen z. B. hart
sein {wenn sie dem Lindringen ecines anderen Kérpers einen groBen Wider-
stand cntgegensetzen); sic konnen ferner plastisch (zih, dehnbar; Verlor-
mung ohne Bruch), elastisch (Forminderung nur wihrend Belastung, z. B
Gummi, Federstahl), sprode (Bruch bei geringer Forminderung, z. B3, Glas,
gehdrieter Stahl) oder pords (durchlissig fiir gasférmige oder flilssige Stofte)
seln.
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15.2. Fliissige Korper

Flussige ILorper haben auch cinen bestimmten Rauminhalt, aber hkeine
bestimmte Gestait, lhre Moleliile haben eine schwache ISohiasion.

15.3. Gasformige Korper

Gas- nnd lultformige IKérper haben keinen Lestimmien Rauminhalt und
keine hestimmte Geslalt. Gase haben ein Ausdehinungsbesteeben; sic lasscn
sich aber anch stark zusammendriclen Zwischen den Melekiilen der Gase
ist praktisch keine Kohision vorhanden

in Stoft kann durch Temperatur- oder Druckiinderungen von ciner Zu-
standsform in die andere tibergehen, Das Wasser kann z, B, beim Gelrieren
aus der iliissigen in dic feste Form (Eis), heim Schimelzen aus der festen in die
fliissige FForm (Wasser), beim Sieden aus der fliissigen in die gasfoérmige
Form (Dampf), beim Kondensieren aus der gasférmigen in die flussige Form
(Wasser) tibergehen.
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16. Mechanik der festen Korper

16.1. Statik der festen Koérper
16.1.1. Kraft

Eine Kraft (Zugkraft oder Druckkraft) kann folgende Wirkungen verur-
sachen:
a) Eine Kraft kann den Kérper verformen (statische Krifie).
b) Iiine Krafl kann den Bewegungszustand eines Korpers verdndern
{dynamische IKrilte),
¢) Wenn eine Kraft auf einen I{Orper wirkt, so ist stets cine gleich
grofle, in entgegengesetzter Richtung wirkende Gegenkrait vor-
handen:

Kraft Gugenliraft

Durch einen Kraftpfeil (Veltor) kann man Grie, Richtung und Lage einer
Kraft darstellen:

-~

-

e
5'\"-"'__‘//

e
4 ]
10
F -

o

—

-

~

Abb. 16.1

Jeder Kdarper besitzt eine Gewichtskralt G, die nach dem Mittelpunkt der
Erde gerichtet ist. IMe Gewichiskralt ist einerseits abliingiz von der Masse,
d. h. von der Art und Grolie des Karpers. 1ie Masse wird vom Yolomen 17

ko
[m?] und von der Dichic ¢ [ - ] des Korpers bestimmt
m?

Misse = Volumen + Dichte
W = | . 2
Einheitengleichung: kg = m? lig
m?
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Auberdem ist dic Gewichtskralt abliingie von der Beschleunigung a, die der
Masse durch die Erdanziehung erfeilt wird.

Growichiskradt Musase - Beschlrmmigung
Ly o
m
Einheitengleichung: N iz -

Beispiel:

Ein Fernmeldemast it eine

teven: Dhrghmesser vomn =4 Mo s
Wamthiile 0.5 ko ldmd Wie

=g
Gegeben: d 16, dy == 24em ;7

Gesucht: ¢

oboren Darolimesier yon #y 1 i

1
=10m; 0 — 0,5 lkg/dm?; g -~ 0,81 :;

dy |- dy 16 cm - 24 cm
0 2 é 20 cm
Losung: du 5 2
B o 202 - 0 - 3,14
dm g 20 3,14 400 , F14 et
= .| i 4
V = Ay -{=314dm?- 100 dm = 314 din®
lem
neo= T - == 34 dm? 0,5 = = 157 kg
= m
m - -~ -
G — g == 157 kg 9,81 — == 1540 N (157 kp)
£ "
Die Gewichtshrall des Fernmeldemastes betriigl & == 1540 No

16.1.2. Zusammenwirken mehrere

L Y o F -
G [ = o
F2

Abb 16.2

r Krifte

Greifen in einem Punkt zwei Einzel-
krafte (7 und Fa) in der gleichen Rich-
tung an, dann ist die Gesamthkralt I
gleich der Summe der Einzelkrifte.

Dicse Gesamtlraft wird auch IResul-
tante, Resulticrende oder Mittelkraft
genannt
F o= I‘il - ]'--2
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By Geamotr

Wirken zwei Einzelkriifte in enigegen-
gesctzler Richtung, so ergibt sich die
Gesamtlraft als Differenz dicser Teil-

kridte,

Fo= 0

Greiten die IWrdlte &) und 7 unter
einem Winkelan, dann ist die Resuliie-
rende auch von dem Winkel abhingig,
unter dem diese Kvilte angreilen. Die
Ermittlung der Resultierenden eriolgt
zeichnerisch  durch Zusammensetzen
der Krifte zu einem Krifteparallelo-
gramm. n diesem Parallelogramm
ist die vom Angriffspunict ansgehende
Diagonale die Resulticrende nach Gri-
(e und Richtung

F =F + I

Gretfen mehrere Kriifte unter verschie-
denen Winkeln an, so kann man je-
weils zwel Krifte zu einem TParallelo-
gramm zusammenfassen. Die so gelun-
denen Resulticrenden werden wieder
Zusammengelalt,

IF = [ 4 Fa 4+ I

) Die Addition von

nicht gleichgeriehteten Istaften
stivilorn ol g

melrsch vargenommen warden
Adddition bew

Subtralotm
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N ‘ Fa
Abb. 16.3

Abb. 16.4

16.5

Abb.

tlarl
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Umgekehrt 1iBt sich eine Gesamtkraft
mit IMilfe des Krifteparallelogramms
zerlegen, wenn zo B, die Richtungen
der Einzelkrifte {oder auch Richtung
und Grolie einer Linzelkraft) beliannt
sind

Fg — F — 1’“]_1}

Abb. 16.6
Rechtwinklig zueinander gerichtete
/ Krilte werden quadratisch zusammen-
. gesetzt.

~ F =VF2? 4 Fo?

Abb. 16.7

Ubungsaufgaben:

632,

6533

654

Am Endmast einer Lretleitung sind zwel parallelverlaufende Doppel-
leitungen belestigt, 12le Zugkraflt je Thaht Detrigt 180 N. Wie grold ist
die gesamte Zuglkralt, die der Mast aulzonehmen hat ?

An einem Mast befestigte Leitungen ziehen in entgegengeseizte Rich-
tungen mit 250 N und 460 N, Wic grold ist die gesamte Zuglorall ?

An einemr Mast belestigte Leitungen schlicBen einen Winkel von 90°
cin. Ihre Zughkrifte sind 900 N und 1,36 kN, Wie groll ist dic gesamte
Zuglralt?

1) Geometrische Addition bzw. Subtraktion.
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Ubungsaufgaben:

G35, Auf cinen Mast wirken die Zugkrifte von 1,9 kN und 1,45 kN unter
cinem Winkel von 1207 e, Wie grold ist die gesamite Zoglkralt ?

030, LEine Stralienlampe hat cin Gewicht von 400 N und wird mit 2 Spans-
driiten belestigt. These bitden an der Lampe einen Winkel von 1307
Wie groB st die Zogkrilte in den Spanndribhten 2 Wie srob sind diese
bet einem Winkel von 176~ und bei 180° {kein Durchhang,

037, Zwer Krilte [7) = 400 N und 17, = 600 N wirken unter cinem Winlel
von 90* auf elnen PMnnkt eines Korpers cin, Wie grofd ist die Resullie-
rende und thr Winkel & gegen dic Iraft /)¢

16.1.3. Schwerpunkt

L R PR,

Der Schwerpunkt cines unregelmali-

gen, {ldchenhaften [Korpers kann durch
cinen cinfachen Versuch bestimmt wer-
den, mdem der Rorper nacheinancler
in zwel verschiedenen 1Punkten an e
cinem  Iaden aufgehdingt wird. Der
§
v

Schwerpunkt licgt 1m Schnittpunkt I
der Fadenrichtungen (Schwerclinien)
(ALb. 168}, Der Schwerpunkt regel- #
fn;?l.’ugvr l'l;'i(:.hvn und Korper iHi.: (|l.]1‘( h Abb. 16.8
Zeichnung leicht zu finden (Beispicle:

vl AbD 16.9) Beim Dreieek

{ADD. 16.9¢) ist der Scliwerpunkt der Schnlpunkt der Seitenhalbierenden

Abh. 16.9
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Abb. 16.10

Ist ein Korper in seinem Schwerpunkt unterstiitzt, ist or in jeder Lage im
Gleichgewicht. Der IN6rper belindet sich dann in der stetigen, unterschieds-
losen oder indiffercnten Gleichgewichtslage (ADbD. 16,10a}

Wird der Kérper in einem anderen Punkt als dem Schw erpunkt unterstiitzt,
dreht er sich nnd pendelt hin und her, bis sein Schwerpunkt genau lotrecht
unter dem Unterstiitzungspunlet ficgt (Abb. 16,10D). Der Karper befindet sich
dann in der sicheren oder stabilen Gleichgewichtslage.

LEin Kirper 15t aber auch nn Gleichgewichl, wenn sein Unterstilzungspuakt
lotrecht unter dem Schwerpunkt liegt {AbD. 16 10¢), Der Korper nimmt aber
umkippend die stabiie Lage ein, wenn der Schiwerpunkt aus dieser lotrechten
Geraden gerit, Diese kiinstlich herbeigefiihrte Lage ist die unsichere oder
labile Gleichgewichtslage,

16.1.4. Standfestigkeit

Wird emn Korper nicht in cinem emnzigen Punkt, sondern in ciner IMldche
unterstiitzi, ist [ir pliysikalische und praktische Belrachtungen seine Stand-
festigkeit wichiiy, Ein Kdrper steht fest, wenn das Lot vom Schwerpunkt
durch dic Unterstiitzungsfiche geht (ALL. 10.11a). Geht das Lot vom Schwer-
punkt scitlich an der Unterstitzungsilache vorbei, bleibt der Kirper nicht in
dieser Lage stehien, or [H1E wn (AL, 16.11D0),

Dic Standflestigkeit ist um so grofer, je weiter sich die Unterstiitzungsfliche
nach allen Seiten erstreckt und je ndher der Schwerpunkt bei der Unter-
stiitzungsfiche liegt (ADh 16 11¢)
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Abb. 16.11

16.1.5. Gleichgewicht der Kriifte

Zunichst mussen wir nntersuchen, m welcher Weise ISrifie auf einen Korper
cinwirken kéanen und unter welchen Bedingungen ISvilte im Gleichgewicht
sind. Es kommt bei einem ISOrper nicht nur daranf an, wic grofi cine Isralt
15t und in welcher Richtunyg sie auf ihn wirkt, sondern auch, an welchem
Punkt des Korpers die Iralt angreilt, Krifte, dic in demselben Punkt eines
Kérpers angreifen, kénnen im Gleichgewicht stehen, wenn die Gesamtkraft
im Kriftevieleck Null ist (ALDb. 16.12).

<N

=

T

a i [
Abb. 16.12
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Ferner kimnen mehrere Iridfte an einem Karper anch dann im Gleichgewicht
sein, wenn die Verlingerung ihrer Richtungspfeile, d. h. ihre Wirkungslinicn,
sich in cinem Punkt schneiden und die Gesamikraft Null ist (ADDL 16.13). Der
Schnittpunkt der Wirkungslinien gilt dann als der gemeinsame Angriffspunkt
der Krifte. Jede Kraft kann also entlang ihrer Wirkangslhinie versclhoben
werden, ohne dald sich thre Wirkung verindert

P |

3

Abb. 16.13

16.1.6. Drehmoment

Haben zwei gleich grolic und entgegengesetzl gerichtete Krifte nieht dieselbe
Wirkungslinie, stehen sie nicht mehr im Gleichgewicht. Zwel solehe Kridfte
werden cin Krdftepaar genannt; ein Kriifiepaar @ibt auf den Korper ein Dreh-
moment aus, weil es einen Korper zu drehen versachte (in A 16 T-Fim Siane

der gelirtimmien Dfeile)

,[..
A |
=T

3
Abb. 16.14 — Drehmoment
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fernm

Tst ein Kérper drehbar gelagert, (ibt jede einzelne Kraft cin Drehmoment auf
die Drehachse aus (AbDb. 16,135). Dic Grofe des Drehmoments wird bestimmt
durch dic GriBe der Kraft und durch den rechtwinkligen Abstand @ der Wir-
kungslinien der Krafte hzw. den rechtwinkligen Abstand @ der Xraft vom
Drehpunkt (Drehachse).

Abh. 16.15

Aus dem Produkt dieser hewden Grofien ergibt sich die Gribe des Drehmo-

ments i

Lrehimomiont Kralt = Abstand
17 F = i)
Einheitengleichung: Nm = N - m

Dabel 1st zu beachten, dafi neben der Gridie des Drehmoments auch dessen
Richlung wesentlich ist. IZin Drehmoment wird also dhnolich wie die Kraft
erst durch Grobe und Richtung genau festgelegt; ein Drehmoment ist eine
gerichtete Gréfie, Wic bel den Kriften kénnen anch melhrere Drehimomente
zu emem Gesamtdrehmoment zusanunengesclzt werden. Mehrere Drehmo-
mente konnen sich gegenseitig aulheben (Abb, 16.16), Demnach missen nicht
uur Einzelkrifte, sondern auch Drehmomente an einem Kérper im Gleichge-
wicht sein,

Thg G
45 kg

Abb. 16.16
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i0.1.7. Hebelgesetz
Bei cinem drebbar gelagerten Korper herrscht Gleichgewicht, wenn die

$umme der Drehmomente der links gerichteten Krifte gleich der Summe der
Drehmomente der rechts gerichteten Kriifte ist.

z

Fiooly =¥,

Abb. 16.17

Beispicl:

an vorstehenden in Ruhe befindlichen Flebel betragen i = SON, I, = 3 m,

17y = 60 N, Wie grold sind /, und I, ?
Gegeben: 7, = 80 N, {, = 3m; [ = 60 N
Gesucht: /,; I

Losung: £,/ = F, 1

on BN -3
o = — - — 4 m
: I, 60 ™
Fy Fi—- Iy BON - 6N = 140N

Der Hebelarn betrigt £, = 4 m, dic Kraft 7y = 140 X,
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16.2. Dynamik der festen Kérper

16.2.1. Allgemeines

Man spricht von ,,Bewegung' cines Karpers, wenn dieser seine Lage gegen-
iiber seiner Umgebung dndert

16.2.1.1. Tragheit

Jeder Kdrper beharrt in seinem jeweiligen Zustand {Zustand der Ruhe ader
Zustand der gleichiformigen geradlinigen Bewegung}, soiange er nicht von
duBeren Kriften gezwungen wird, diesen Zustand zu dndern. Ein IKorper
kann also weder vvon selbst in Bewegung geraten, noch seinen Bewepungs-
zustand von selbst dndern {Trigheit oder Beharrungsvermégen)

16.2.1.2. Reibung

Soll ein Korper aul seiner Unterlage (ortbewegt werden, tritt cin die Bewe-
gung hemmender Widerstand anfl, Dicsen Widerstand nennt man Reibung
oder Reibungskralt Zur Uberwindung dieser Reibung ist eine bestimmte
Mindestkraft erforderlich.

Die Reibung hiingt ab vom Druck des gleitenden ader rollenden Gegenstandes
auf die Unterlage sowie vom Werks(oft, von der Oberfichenbeschaffenheit
und von der Schmierung.

Soll ein Kovper aus dem Rubezustand in Bewegung gebracht werden, ist dic
SHaftreibung” zu iiberwinden, Um den Bewegungszustand za erhalten, ist
die etwas Kklcinere ,,Gleitreibung™ zu Giberwinden.

Rollende Reibung ist wesentlich Klemer als gleitende Reibung. Deshalis
schicbl man runde Stangen (Walzen) unter schwere Gegenstinde, um diese
fortzubewegen. An einem Wagen bringt man Rader an und verlegt damit dic
gleitende Reibung in das Lager der Welle, wo man sie durch Schmiermittel
wesentlich herabsetzen kann

16.2.2. Triagheitskraft

Die Trigheitskrall cines beschleunigten Kérpers ist nichl immer gicieh de
Antrichskrafl. Nur zu Beginn der Beschleunigung, wenn der TOrper aus
demy Rulwzustand herausgebracht wird, trifit das zu Ein beschleuniste
Korper erfilirt zwer Gegenkritfte: a) die Trigheitsleaft und b dic Rethungs-
kraft. Die Summe dieser beiden INridlte ist gleich der Antriehskrait. SWird di
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Bewegung gleichformig, so ist die Reibungskraft gleich der Antrichskraft
und die Frigheitskralt gleich Null Bei Verzdgerungen kehrt sich dieser Vor-

TATY 1IN

16.2.3. Gleichformige Bewegung

Die Bewegung cines Korpers ist gleichformig, wenn der Kérper in gleichen
aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten gleiche Wege zuriicklegt.

Die Geschwindigkeit v ist dic Grilie, dic angibt, wie schnell ein Korper seinen
Ort (seine Stellung im Raum) veridndert. Dic Geschwindigkeit ¢ ist bel gleicl-
{ormiger Bewegung der Weg s, den ein ISorper in einer Zeiteinheit ¢ zuriick-
legt

i
Legt ein Kérper 1n 12 8 einen Weg von 72 m zurick, so legt erin 1 s =

4

- o . — - - - on . m
O m zuriiclk; seine Geschwindigkeit betragt 6 —
]

Die Geschwindigkeit ¢ cines Korpers wird also gelunden, indem der Weg s
durch die Zeit ¢ geteilt wird:

. Wi
Goschwindighkoit .
A1
|'.
) . m m
Einhceitengleichung:
s 3

DDie Einheit der Geschwindigkeit wird aus den GrundgréBlen der Zeit und der
Linge abgcleitet und ist Meter je Sclounde.

Tiir schrelle Bewegungen wird als Geschwindigkettsmall der Wey Lenutzt,
der m einer willlketitlich gewahlten Zeitspanne, z 13, in einer Minule, in einer
Stunde oder in einem Jahr zurockgelegt wird (wie Ilometer je Stunde)

Durch Umstellen der Gleichung lassen siclh Weg und Zeit herechinen,

Wi

Goschwindigkent

it

Einheitengleichung: s = ———

Beispiel:

1
Mit einem I'ahrrad wird eine Entfernung ven 55 km in 3é Std. zuriickgelegt. Wie

m
grol ist die durchschnittliche Geschwindigkeit in — ?
S

Gegeben: s == 55km; ¢ — 3,5h

Gesucht: o [E]

]
s
Losung: » = -
55 km
~ 3.5h
km m m
v o= 1572 -— . == 15720 — = 4,37 —
h h 5

Beispiel:
Wie groll ist die Umfangsgeschwindigkeit in — einer Riemenscheibe von 160 mn
s
Durchmesser bei der Drehzahl 1450 —— 2
min

Gegeben: d = 160 mm; n = 1450 —
min

Gesucht: v [—II]

Lisung: v == d -7 -#n
160 mm - 3,14 - 1450+ 1

min

Wiy = Geschwindipheit « £eit
SRR
R R . m
Einheitengleichung: m — 5
s
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mm m m
v o= 728000 —— = 728 ——— = 12,1 —
min min 5
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16.2.4. Kreisbewegung

Auch cine Kreisbewegung (Drehbewegung) kann cine gleichformige Bewe-
gung sein. Man spricht dann von der Umfangsgeschwindigkeit; das ist der
Weg, den ein Punkt auf einer Kreisbahn in einer Zeiteinheit zariicklegt

Sindd bei einer Drehbewegung der Durchmesser der Kreishahn |, und die
Drehzahl ' (Zahl der Umdrehung je Minute oder je Sekunde) bekannt, so
Iilit sich die Umflangsgeschwindiglkeit | ' herechnen.

Nach ciner Umdrehung hat ein Punkt aufl dem sich drchenden Teil cinen
Weg zuriickgelegt, der gleich dem Kreiswmfang {(d » 7)) ist Nach s Umn-
drechungen ist der in der Zeiteinheit zuriickgeiegte Weg, also die Umfangsge-
schwindigkeit:

m
it Umlangsgeschwindigkeit in —
5
= o Durchmesser der Kyeisbahn in m

1

h Unudrehungszah!l in =

i ni 1 °
Einheitengleichung: -— - m—
5 5

Die Maleinheit fiir die Umfangsgeschwindigleit hingt von den Mabein-
heiten fiir den Durchmesser und fiir die Drehzahl ab. Sic ergibt sich aus der
Dimensionsgleichung.

Nach dem Trigheitsgesetz bewegt sich cin Korper mit gleichbleibender Ge-
schwindiglkeit geradeaus, solange keine Kraft auf thn cinwirkt, Soll er sich
auf einer Kreishahn bewegen, so mul auf den Kérper dauernd eine Kraft
cinwirken, die ihn zwingt, die Kreisbahn einzuhalten. Diecse nach dem
Mittelpunkt des IKreises gerichtete Kraft heiBt Zentripetalkraft oder Zen-
tralkrait Die Kraft, dic cinen auf ciner Kreisbahn bewegten Korper nach
aullen zieht, wird Zentrifugalkraft oder Flichkralt genannt,

16.2.5. Ungleichférmige Bewegung

Eine Bewegung ist nur selten wirklich gleich{ormig, z. 3. wird ein Radfahrer
beschleunigt oder verzogert faliren, wenn Gefiille oder Steigungen, Kurven
oder Hindernisse vorhanden sind, der Wegzustand ihn also zu Geschwin-
digleitsinderungen zwingt.

Die Bewegung eines Kérpers ist ungleichfiormig, wenn der Korper in gleichen
aufeinanderfolgenden Zeitabschnitten ungleiche Wege zuriicklegt. Tle Bewe-
gung gilt als ungleichférmig heschleunigt, wenn dic zuriickgelegten Wege in
gleichen anfeinanderfolgenden Zeitabschnitten groller werden (Geschwindig-
keitszuwachs); sie ist ungleichformig verzigert, wenn die zuriickgelegten
Wege in gleichen anfeinanderfolgenden Zeiten kleiner werden (Geschwindig-
keitsabnahme).
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Diie Beschleunigung ¢ einer Bewegung ist gegeben durch das Verhiltnis des
Geschwindigkeitsunterschieds dv = v — v)1) und der Zeit ¢, in der sic eriolgt.

Beschleumignng

. m mjs
Einheitengleichung: — =
52

In der Gleichung ist dv der Geschwindigkeitsunterschied, der sich aus der
Ditferenz va — vy errechnet; hierbei ist vy dic Endgeschwindigkeit {aun Tnde
der Melizeit £) und vy dic Anfangsgeschwindigkeit (am Anfang der Melizeit f)

Beispiel:
Lin D-Zug crreichi seine Hichslgeschwindigkeit von v, = 140 —— in ¢ — 3 1.
h
Wic grof} ist dic Beschleunigung des Zuges ?
lem )
Gegeben: ¢, = 0; 1z, = 140 ---I- ;¢ = 3 min
1
Gesucht: «a

wy— 1y 140 - 1000 — ¢ 1,4 - 105
Losung: o = ——« = = .
i 3 - 60 - 3600 648105

m
= 0216 —
e

Die Beschleunigung des Zuges betriigt ¢ = 0,216

Deispicl:

Dhe Masse vines Perssnenbvaftwagens bistrdpt efnschlioldlich doer Transsan m — Gl ke
Das Fahraoog soll i f Wil = sl oo Gosghwin Keit vion by 126 Iom M. esehlen
higt werden. SAmtliche Relbungshrifte worden veenochissige. Wie stark mub die

v AMotor zu erzeuvende Antriebskralt sein ?

Gegeben: = 000 kg; v; = 0 kmfh; vy, = 120 km/fh; { = 30 s

Gesucht: 17

km 1000 m
Lisung: o, = 120 -.— = 120 ——— @ 33,3 m/s
h 360 5
vy — T 333m/s—0m/s
s — —— 1,11 nfs?
¢ 30s

m
F o= mig = 900kg-1,11 — = 1000 N {etwa 100 kp)
8
Dic Antricbskraft des Motors mull F = 1000 N betragen.

1} 4 = Delta, groBer gricchischer Buchstabe, mathematisclics INurzscie oo o
nDifferenz'”
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Beispiel:
THe 15
fahren ghe
Iietitmng

y sloh o
Folirer an
sung)

Gegeben:
Gesucht:
Lisung:

ea- andoron Kraltfahresog

Pt INren I -IIi.r_'l"I ikl 1
i einen Kmaftfahreeags batrd

e

by, Phie Geesehwindiglh g
60 ke a) Nach welcher |
fie - Falirgtro
¢ mind res

i Leidlon Fahror' an! der Autobalin? 1) We
i Treffpundt bereits zuriiclgelegt ? (Zeicliner

v, — 90 km/fh; v, = G0 km/h; s = 120 km
t; 813 S,
a) Rechnerische Losung

kim lem
v o= ¥, + v, =90 i +160== 2 150 kmfh

s
v = — umstellen nach ¢!
2

120 Jem min )
¢ Ay DA = 08 K B— 48 min
150 ki /h li
km

!

5 = vy =90 = <080 =72 km

km
Sg = Uyt = 60— 08k = 48 kin
n

|

Rechenprobe: s = 5, + 5, = 72 km + 48 kun = 120 km

b) Zeichnerische Lisung

¥ femiv1)
12 toi = THTmun
1o
i T - T
&0
o
A0
{ de
) : J H T —
a 70 afl 62 | Ap i vl
b gy= 22 B AR ]
|

Abb. 16.18 — Geschwindigkeitsdiagramm
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pwizchen Hambare ond Bromoen betrigt 120 km. In boiden St
s T = IEEEf el gL

Wihlon Sie Tir die Achsen des T igrimms sinen Malstab, der der ] ——
chentliche sowip der Ablesaponauighelt gerecht wind: o

20 km 221 cm,

20 min 2> 1 cin

Iragen Sie in das |

grammin die Gescliwindighoitsperadon ain
Zoitan tyg v Ly Dot

Hierzu worden die

B urd oy wind die Zetten, dia dins zuschin

i g Falorzeng (hr die posamte Fidiritrocle
hondtioon, wikcde

i ; ) L0 mun
v ) lemyh

log = — = = 1,33 2 = 80 min

vertpunkite wypden s in das Diagramm vingotragen, dab die

vy von links unten ‘eelits aben m o e

1200 Jem vou rechty unten nach links obe

Dor Schnittpunkt belder Gesohwindiplksitsseradon er@bt e pesuchiton Werts
Senkmechie Achse 5 ming waigerochte Aollss 5, = 72 km, 5. HH km

[He zelelinetisch o
¥

; _ ittelten Wetts stimiien mit den rechnerizel ermitteiton Wiirten
uberdin Sie betragon: £ = 48 min, 12 km und 2, = 38 kn

Ubungsaufgaben:

638, Ein '_P_'[\'\’\' lsgt in 6 Stunden eine Strecke von 336 km zurlick. Wie grold
ist die Durchachnittsgeschwindigkeit ?

Ein Avfzue hat 180 m/min Fluheoscliv indighelt, Dhe Fahreoit botrapt
O Seknndon. Welche Hohendiferons legt or surlicl » -

G0, Ein Mopedfabror legt cing Strocke von 18 lmoin 24 min ziriieke Wi

grob ist seine Durchaclinttbspeschwindliknlt 7

m

661. Wie weit kommi eine mit einer Gesclhwindighkeit von 640 — fliegende
s

Gewchrkugel in 5 57

662, Welche  durchschmittlie]y

5 K eisimzrssl windigkeit hat oin Verkoliesilw
das diein der Luftlinie etia 700 lom langn Stroclen vom: Porlis

1
nach Basel in 1; Stunden zuriicklegt ?

663 Welcho Umifang

idiglieit Wesitzet olie Riemenacheibe von 12500

Lrchmesser b T foim 7
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Ubungsaufgaben:

664, Welchen Durchmesser besitzt cine Riemenscheibe, wenn sie bei 720

665

666,

667

668,

670.

671.

n
Upinin dem Ricmen eine Geschwindigkeit von 6,03 —— erteilt ?
5

Der Durchmesser eines Reifens batrigt 60 cm. Wieviel Umdrehungen
je Minute macht das Rad bei 120 kui/h Fahrgeschwindighkeit ?

Liine Seilwinde mit 200 mm Trommeldurchmesser macht in 3 Sekunden
1 Unwdrehung. Wie grof} 1st die Hubgeschwindigkeit ?

Mit welcher Tirelizahl arleitet ein Bohirer von 20 mm Durchmesser und
ciner $chnittgeschwindighkeit von 16 m/min ?

m
LEin Wagen erreicht beim Anfahren eine Beschleunigung von 0,1

m
Nach welcher Zeit hat er cine Geschwindigkeit von 12 — 2
s

Ein D:-Fue errelcht it einoe eloktrisehen Lokomative nus doem Stindd
mnerhalb von 22 5 eine Gesohwindigleit von 130 kmilh. Wie geoll st dig
Anfahrbeschleunigung und der withrend des Anfalirens zuriickgelegte
Weg ?

Fine Riemenscheibe von 400 mm Durchmesser soll eine Umfangsge-
i . |

schwindigkeit von 120 ——— haben. Welche Drehzahl mul sie aufweisen ?
min

Welche Beschleunigung mulb eine Lokomotive haben, wenn sie nach
m

25 s ¢cine Geschwindigkeit von 20 — errcichen soll?
5
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17. Arbeit und Leistung

17.1. Arbeit

Zum Verrichten einer Arbeit muf3 eine Kraft anfgewendet werden (Muslkel-
kraft, Maschimenkralt u. a ).

Wenn 2. B, ein Arheiter chus Keaft anfwenden
die 3, Iitage ro trgen, 5o verriclitet eF eng Ar
tragen muld, deinn ist die Arbeit fioch 2

wonn BH anstatt 500 N io dioss

ikl wm mn CeewlchE von 500N in
sit, Wenn er 504 N in die 3

st mehr Arboit erfopdarlich,
Etage petragen werden miisaed,

tage
tlier, Kl

]
Je grifier dic aufgewendete Kraft und je Linger der Weg, desto grofer ist die
Arbeit!

Merke:

Mechanische Arbeit wird immer dann verrichtet, wenn eine Kraft Lings eines
Weges bewegt wird. Stimmen Kraftrichtung und Bewegungsrichtung iiberein,
dann ist die mechanische Arbeit das Produkt aus Kraft und Weg.

Als Einheit der mechanischen Arbeit dient die Arbeitsmenge, die erforderlich
ist, um 1 N um 1 m zu heben,

Bisher verwendeten wir das lipm, ¢s wird im MILS-System durch das Newton -
Meter [Nm ] ersetzt, auch Joule [J] genannt

2
INm =1] -1+ "€
g2

L kpm = 9,81 Nm = 9,81 ]
Wird cine Last senkrecht gehoben, so ist die Arbeit gleich Gewichtskraft mal
Héhe:
W = Arbeit w J
W =04k G = Gewchtskraftin N
i = Héhe m m

Einheitengleichung: ] = N - m
Wird eine Last auf ciner waagerechten oder schrigen I3ahn gezogen oder
geschoben, so ist die Arbeit gleich Kraft mal Weg:
W == Arbeitin |
I = Kraftin N

g

1 FF

Weg in m

Einheitengleicl ] — N -
Beispiel: gleichung: | = N - m

Zum Hewagen eincg beladensn W 15 kst eing Kralt von 300 N ecfocd arlich; \Wolchs
Arbeit wird puf diner Strecko von-300 ‘m virrichtet ?
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Gegeben: F = 300N; 5 == 500 m

Gesucht: W

Lésung: W = F-s
= 300 N - 300 m
W = 150000 ]
W = 150 kJ

17.2. Energie

Energic ist aufgespeicherte Arbeit. IF41t 2. B. der Lasthklotz cines Rammbires
ans ciner bestimmten Hohe heraly, so wird bei jedem Schlag ein I’fahl weiter
in den Boaden getrieben. Die geleistete Arbeit des Lastklotzes ist um so
grolier, je grofier das gehobene Gewicht und der Hub sind {das ist die Flohe,
um die der Lastlklotz gehoben worden ist), Solange der Klotz oben einge-
klemumt ist, ist in ihm Arbeit (B == [+ 5) gespeiclhiert. Wird der Lastklotz
freigegeben, [illt er heral, und die in ihm gespeicherte Arbeit wird frei; die
Energie der Lage (W = [ » 5} wird in Energie der Bewegung umgewandelt.
Zur genanen Berechnung erhlt man aus der Formel W = I7 = s fiir die Bewe-
gungsenergie:

W == Arbeitin ]
W m ‘ i s Masse in kg .
= A Geschwindigleeit in o
Einheitengleichung: ] ]:552-—”12

Diese Formel lehrt uns, daB die Bewegungsenergic mit der Masse und mit
dem Quadrat der Geschwindiglkeit wichst; wenn also die Geschwindigkeit
verdreilacht wird, so wiichst die Bewegungsencrgie auf das 32 = 9fache der
urspriinglichen Grifie an.

Das Vermégen, Arbeit zu verrichten, wird Energie genannt. Energie kann
immer wieder in andere Energicformen umgewandelt werden: z. 3. mechani-
sche Energie im Wiarmecenergie oder in elektrische Energie, clektrische Energie
in mechanische, chemische oder Wirmeenergie, Die verbrauchte Energie der
einen Form ist genauso groll wie die gewonnene Energic der anceren For-
men. Fs ist dabel jedoch nicht zo verhindern, dald ein Teil der verbrauchten
Energie in nutzlose Wirmceenergic nmgewandelt wind

17.3. Leistung

Im allgemeinen kommt cs nicht nur darauf an, dall ecine Arbelt verrichtet
wird; von groller Bedeutung ist auch, wic schnell man mit der Arbeit fertig
wird

.
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Fidliren g 1 rwel Arboiber die gleicli
Arboit 5 Stundon umd der swoits Arbelter srhiitet
zwiar birlde thme Arbelt oo et e wrwt
SEET Dot erste Arbwitor leistot mihe

Arlwit aus and beodiest flir dirap
danmy Ll

war schnetler damii lertig ".f.||-

ilor ein
Inrean 10 Stupden

y ) I . -
Will man nun Arbeitskriilte, Maschinen usw. mileinander vergleichen, so
vergleicht man ihre Leistung, das ist die in einer Sekunde verrichtete Arbeit.

" P Leistung 1p W
. - ] Arbeit in |
¢ = Liit in s
LEinhcitengleichung: W = 'L
5

Als Einheit wird fur die Leistung J, oder das Watl W) verwendet
: ]

Nm
]_!_ = 1— . = 1 Watt
5 5
T = 1ws

B o . . xm
Neben den MaBeinheiten Watt, J— und wird noch 1 IS als gréliere
I :

Linhett fiir die Leistung verwendet

1PS = 730 Watt
1 kW = 1,36 IS
k
1 kW = 19z P
5

Beispiel :

LEine Tast von 1,5 4 soll in 50 s 18 m gehoben werden, Welehe Mindestleistung
i Watt und TS mull der cingeselzte Kran halien ?

Gegeben: 77 = 1500+ 9,81 4715 N; ¢+ =505 s = 18 m
Gesucht: P
11
Losung: P =
¢
O
= =
!
P 1f7.""|_1_\L18 IVII
50 s
I = 5297 4 Watt ~ 53 kW

l P =53-136 = 7,2PS
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Beispiel:

Die Masse eines Personenkraftwagens cinschlieBlich der Insassen betritgt uz = 900 kg
Das Fahrzeug soll inf = 30 s aul cine Geschwindigkeit von vy, == 120 km/h beschileu-
nigt werden., Samtliche Reibungskrifte werden vernachlissigt. e Antricbskralt
des Motors mull fiir diesen Beschleunigungsantrieh I -= 1000 N (etwa 100 kp)
betragen. Welche mechanische Leistung mui der Motor abgeben ?

Gegeben: ©, = 120 kmjh, ¥ = 1000 N; v, = 0 km/h; ¢ = 30 s

Gesucht: P
vy + 0 ln/h - 120 km/h
Losung: » = —— = G0 kim'h
2 2
km 1000 m
¥ o= b = 6f) » — = 16,7 mjs
I 3600
16,7 w1 - 30 5
s UL - 300 m
s
W = IF- s = 1000 N - 300 m = 500000 Nm = 500 k]J
w 500000 Nm Nm
Sl = I 7 T — = 16700 = 16,7 kW (etwa 22,8 I’S)
8 5

Die abgegebene Leistung des Antricbsmotors mufl P = 16,7 kW betragen.

17.4. Wirkungsgrad

Wir haben 1m Abschnitt 17.2 bereits gehdrt, dal dic Energie immer wieder
in andere Energicformen umgewandelt werden kann, z. 12. elektrische Ener-
gic in mechanische Energie usw. Jede Energieumwandlung ist jedoch mit
Verlusten behaftet, . h., ncben der gewonnenen umgewandelten Energie
tritt einc Verlustenergic auf, die der technischen Anwendung verloren-
geht, Meistens handelt es sich hierbei um Wirmeverluste, die durch Reibung
in den Lagern oder auch durch Stromwidrme auftreten

Beim Elelktromotor haben wir Lager- und Luftreibung, die Wicklungen er-
wirmen sich und es entstehen Magnetisierungsverluste

Aus diesem Grunde ist bei jedem technischen Vergang, also auch bei jeder
Maschine {z. 3. Pumpe, Winde, Motor}, die abgegebene Leistung Py, immer
um dic Verlustletstung ¥y kleiner als die zugefithrte Leistung 124y.

Das Verhiilinis der abgegebenen Nutzleistung 1°,;, zur zugefiihrten Leistung
P,y bezeichnet man in der Technili mit Wirkungsgrad, der mit dem Formel-
zeichen 5 (Eta) abgekirzt wird.
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Wil | abgegebene Leistung
v LTI BT -— - =
i zugefithrte Leistung

Ej.lll

Elektro-
mfor

zugefiihrte T abgegebene
elektrische p —= =~ p, mechanische
Leistung g Leistung

5

=

Verlustleistung

Abb. 17.1 — Elektromotor

o qu* PV
. Pr

Der Wirkungsgrad n ist eine dimensionslose Zahl, stets Lleiner als 1 bzw,
kleiner als 1009, weil die abgegebene Leistung nicht grélier als dic zugefiihr-
te Leistung sein lkann

50 bedeutet z. 13, ein Wirkungsgrad » = 0,8:

Pou = 1009,
809,
209

zugefithrte Leistung
abgegebene Netzleistung  Pgap =
Verlusticistung Py =
Sind mehrere Energieumwandler zusammengeschaltet, so ergibt sich der
Gesamtwirkungsgrad aus der Multiplikation der Teilwirkungsgrade
N = oM T3 Usw.
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Beispiel:

Line Pumpe mit einem Wirkungsgrad von 0,7 fordert m jeder Sckunde 20 Liter
Wasser auf 21 m1 Hohe, Welche Antniebsleistung ist erlorderiich ?

Gegeben: G = 20!, kA =21m; ¢ =15 ¢y =107
Gesucht:  Pgy
L - 178 Py,
osung: an = — n —
! Loy
G-k Pun
= = Fuu
¢ 7
{20-9,81) N - 21 m 4120
1s 0,7
Nm .
Pay = 4120,2 -—— IP,u == 538857 Watt
5
P,, = 412 kW P, =815

Ubungsaufgaben:

672, Eine Last von 1,2 kKN wird um 2,3 m gehoben, Welehe Arbeit wird ver-
richtet ?

673, Durch das Heben einer Kabeltrommel wird cine Arbeit von 14000 Nm
verrichtet. Wie hoch wird die Kabeltrommel gehoben, wenn sie 5 kN
Gewieht hat?

674, Welche Arbeit kann von 12 m% Wasser verrichtet werden, wenn dies
cin Gelalle von 8 m hat?

675, Aul einer Strecke von 12 ki Linge mufi ein Héhenuntersehied von
30 m iiberwundenr werden, Wie grold 1st die verrichtete Arbeit hei einem
Gewicht vonr 18 kN7

676, Line Pumpe hebt in 20 Sckunden 500 1 Wasser 12 m hoch. Wie grofl ist
dic TTubarbeit und die Leistung ?

677. Welehe Leistung in PS hat eine Pupe, die in 2 Minuten 2,5 m?* Wasser
12 m hochférdert ?

678, 1im Lastenaufzug hebt 6 kN mit einer Geschwindigleeit von 0,8 m/fs, Wie
grof} ist die Hubleistung in kW und [’S?

— 232 —

679,

68O

631

682

Ubungsaufgaben:

Ein Generator wird von cinem Z00-PS-Diesclmotor angetrieben. Seine
Leistungsabgabe betriigt 140 kW. Alit welchem Wirkungsgrad arbeitet
der Generator ?

Lin Elektromotor nimmt 12 kW elektrische Teistung auf und gibt
15,6 'S mechanische Leistung ab, Wie grof ist der Wirkungsgrad ?

Eine Pumpe férdert in jeder Sckunde 30 T Wasser 20 m hoch. Welche
Antrichsleistung in kW ist bei einem Wirlungsgrad von 799) erforder-
tich ?

Lin 90-Ps-Dicschnotor soll durch einen gleich starken Llektromotor
crsctzt werden. Wie grofi sind Leistungsaulnahme und Leistungsal-
gabe Dei cinem Wirkungsgrad von 839 2

fernmeldelehrling.de
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18. Einfache Maschinen

18.1. Allgemeines

Goldene Regel der Mechanik:

»Was man an Kraft spart, muB man an Weg zugeben; was man an We
spart, muf man an Kraft zugeben.* ¢

|F.’:‘."-r. Regol gt fir stimtliche einfachen Marchinest (e, B, Hebel schiels
-.1.-|-J|-.-. Ratle, |'|.I'-I.'.'J|'1I.-'-'It_.'.'.| und besagt, dafd Arlieit nicht vesoact sondern
umpgelarmt werden kann I -

Die Grisle der Arbeit, also das Produkt aus Kraft und Weg, ist konstant

(W — I - 5}, Bed ciner Drehbewegung ist die Antricbskraft {das Drehmoment)
also das Produlct aus Kraft und Radius, konstant (M = £ - I). ‘

18.2. Hebel

Der Hebel ist eine einfache Vorrichtung zum Heben einer Last, Er besteht
aus ciner festen Stange, die um einen Punkt drehbar gelagert ist,

: .
Nach den Angrifispunkten der Last und der Mraft werden einseitige und
u?q-j_wnhgd: Hebel gnterschieden. Greifen Kraft und Last auf derselben Hebel-
geste vorn Drebipunke 0 nus an, Jst es cin cinseitiger Hebel (Abb, 18.1

Greifen Hrafl ast guf verschi i
H n Kraft und Last auf verschiedenen Hebelseiten an, st «4 oin Tweiseiti=
ger Hebel {Ahb, 152 1

Der Abstand der Kraft F vom Drehpunki 0 ist der Kraftarm £, der der Last
L vom Drelipunlet 0 der Lastarm 7.

L l
0 0
L F
‘.-.-f E 3 ]
| ¢ ! f
Abb. 18.1 Abb. 18.2
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Fiir den Ilcbel gelten folgende Gleichgewichtsbedingungen :

I = Kraftin N
Fof i F = Kraltairm inm
d : I. = Lastin N

= lLastarm inm

Einheitengleichung: N .m =N . m

Je linger der Kraftarm ist, um so geringer kann die Kraft sein.

Die verrichtete Arbeit bleibt, unabhinglg von der Linge des Kraftarms,

gleich grofi:

¥ == IF+ 5 = lionslant.

Durch den Hebel wird nur die Grific der aufzuwendenden Kraft beeinfluBt,
Arbeit wird nicht eingespart.

Durch den gleicharmigen zweiseitigen Hebel wird nur dic Richtung der Kraft
geidndert.

18.3. Seil und Rolle

Mit cinem Seil (Drahtseil, Tau, Schnur, Kette usw.) kann der Angriffspunkt
eincr Kralt verlegt werden. Zicht man das Seil durch cinen Ring oder um cinen
Piahl herum, so kann man infolge der Biegsamkeit des Seils dic Zugrichtung
belichig dndern. Um die dabel aufiretende Reibung zu verringern, kann eine
Rolle verwandt werden.

Feste Rolle:

Bei ciner festen Rolle greift die Last ¢ an dem
einen und die Kraft 7 am anderen Ende des Seils an

Wenn man die Reibung vernachldssigt, ist

F F oo F = Kraltin N
= G = lLaslin N
Einheitengleichung: N = N
L
Abb. 18.3
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Lose Rolle: Bei cinem TFlaschenzug mit einer losen Rolle ergibt

Iier ist das cine Seilende an cinem Haken festge- !"

macht, wahrend das andere hochgezogen werden
kann. Die lose Rolle -— in ciner sog. |, Tlasche ge-
lagert — ist ein einarmiger Hebel, und zwar wirkt F
die Wralt I an dem Tiebelarm, der durch den
Durchmesser der Rolle gebildet wird, nach oben
{Drehpunlit ist die linke Seite des Durclunessers)
Die Last & zicht an diesem Ilebelarm heim halben
Durchmesser der Relle nach unten. Nach dem Fle-
belgesetz muli daher sein:

sich :

{Reibung und Gewicht der losen Rolle vernach-
ldssigt)

od
G EC T w Abb. 18.5 — Flaschenzug
7_ & Abb. 18.4
- Abb. 154

: e . ] = 1 cinem Flaschenzuy mit 3 losen Rollen ergibt
Die zum Gleichgewicht  erforderliche Kraft betriagt also nur die Tillle Bet cinen 8 g

; N sich:
der zu hebenden Last. Dies Lt sich auch unmidelbar cerkennen; denn
e Last hiingt an zwel Seilen, so daf} sie sich gleichmifig aul die beiden L
Secilenden verteilt 3 )
( . . .
F 2 {Reibung und Gewicht der losen Rollen vernach-
= lissigt)
Soll die Last nm 2 m gehoben werden, so nuissen wir mit der IKralt einen fr=
doppelt so langen Wey, ndmlich 4 m, zuriicklegen, Dieser Kraltersparnis um
dic Hilfte steht cin doppelt so groficr Weg der IKraft gegeniiber. Vel |, Goldene
Regel der Mechanik'
18.4. Flaschenzug
. Y o . - —w- zug
Ein IMaschenzug ist cine Zunsammensclzung aus festen und losen TRollen. + Ajb. 186 Flaschenzug

Dabet verteilt sich die Last gleichmiilig aul simtliche Seilstiicke zwischen
den festen und losen Rollen. Da die Zahl der Seilstiicke der Zahl der Rollen

(n) entspricht, wird cine Last mit der Kraft Beispiel:

Fine Last ven 24 kN soll mit cinem Tlaschenzug aus je 2 lesten und losen Rollen

r Krftin N hocligezozen werden. Die losen Rollen wicgen zusammen 40 N. Welclie Kraft ist
Boit=— {r = Lastin N aufzuwenden ?

Zalil iler Hollen

Gegeben: (- = 244 kN, = = 4 Rollen
hochgezogen
Gesucht; 7

Da ¢s sich anch hier nm eine Umlormung der mechanischen Arbeit handelt, I I s 2,44 kN 610 N
! . . . .. . O : — - — = 6108
mull die Kraftersparnis mit cinem lingeren Weg ericault werden R "
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Ubungsaufgaben:

683,

654,

685.

GRG

687

GER

639

690,

G691,

692

603,

694,

An dem einen [nde eines 3 m langen Hebels wirkt eine I<rait von 260 N,
Welche Last kann gehoben werden, wenn der Stitzpunkt 0,5 m vom
anderen Iinde entlernt licgt ?

IZine 50 cm lange Stange ist an den eimen Ende unterstiitzt, withrend
am anderen Ende eme Kralt von 320 N senkrecht nach oben wirkt
Welche senkrecht nach unten wirkende Kralt mufld in 10 ¢m Dreh-
punktabstand angebracht werden, um Gleichgewicht herzustellen ?

In eincn Nuliknacker mit 13 cm langen Griffen wird eine Nul, die 3 cin
vonl Scharnier entlfernt an den Griffen anliegt, zerdrickt, Welche
Widerstandskralt sctzt die Nubschale threr Zerstorung entgegen, wenn
1,5 cm vom Ende der Grilfe entlernt cine Isralt von 100 N angreift ?

Liine 1460 N schowvere Last soll durch eine Krait von 500 N mit cinem
zweinrmigen Hebel angehoben werden., Wo mull der Hebelstittzpunkt
licgen, wenn der Hebel 3 m lang ist ?

Welche Kraft ist erforderlich, um eine 10 kN schwere Last mittels elner
100 N schweren losen Rolle hochzuziehen ?

An einem zweiseitigen Hebel behfndet sich eine Last von 3,8 kN 220
mun vom Drehpunkt entlernt. Welche lintfernung mul die 450 N groGe
Gleichgewichtskraft voin Drehpunkt haben ?

Zwei Lasten von 830 N und 4530 N sollen am Tnde cines zweiscitigen
Hebels ins Gleichgewicht gebracht werden, Wo mull der Unterstiit-
zungspunkt sein ?

An ecinem einseitigen Febel wivkt cin Lastmoment von 1800 Nem. In
welcher Entfernung vom Drehpunkt und in welcher Richtung mub die
IKraft van 120 N angreifen, um Gleichgewicht herzustellen ?

Welche Iiraflt ist am 220 mm laagen Hebelarm einer Werlzeugzange
erforderlich, um ecine Kraft ven 1,5 kN an 30 mim Ilebeliinge zu er-
reichen ?

Welche Kraft bendétigt man bei cinem Tlaschenzug mit ciner losen
Rolle, umn ein Gewicht von 2,2 kN zu heben ?

Welche Last kann mit einem Rollenflaschenzug mit 2 festen und 2 losen
RRollen bet cinem Kraftaufwand von 330 N gchoben werden ?

An einer 430 mm langen Flandkurbe! einer Winde greift eine I{raft von
300 N an. Welchen Trommeldurchmesser muf3 die Winde haben, wenn
die Last 800 N betriigt ?
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18.5. Ubertragen von Drehbewegungen

Oft wird eine drehende Bewegung von einer Welle auf cine andere Welle
ibertragen. Diese ,,Ul)crsotzung” kann durch Riemengetriebe und durch
Zahnradgetriche erfolgen. Zweck der Ubersetzung ist in der Regel eine Dreh-
zahlregelung. Das Verhaltnis der Drehzahl nyder treibenden Scheibe (hzw. des
treibenden Zahurades) zur Drehizahi ngder getrichenen Scheibe (bzw. des ge-
trichenen Zahnrades) wird Ubersetzungsverhiltnis genannt;

"y i = Ubecrsetzungsverhilinis
My # = Drchzahl

18.5.1. Ubersetzung durch Riemenscheiben

In einer bestimmten Zeit liuft die gleiche Linge des gemeinsamen Ricmens
iiber den Umfang der treibenden wie der getrichenen Scheibe. Dabel muB
sich die Scheibe mit dem kleineren Durchmesser hiufiger drehen als die
Scheibe mit dem groBeren Durchimesser. Die Umifangsgeschwindigkeit ist
jedoch auf beiden Scheiben gleich grof:

di Grof
Uy Grol3 ¥ = va
n, Klein dy-m-mp = do 7 Hg

dl TH1 = 5[2 - Ha

7 Clz
Ha N dl
Somit ergibt sich :
da Klein it = ::I|'il.-l't_-'il'II:'Il.{"-\.",'l'I'EI.,H'IIil__'\
) H = Ihchenl
U, Klein By I.I
@ = LMreiinessne
na Grof
Abb. 18.7 — Riemenscheiben
Beispiel:
IZin Motor mit der Drehzahl 2, = 1500 U/min hat eine Riemenscheibe mit dem
Brarchmesser o) = 60 mm, Welche Drehzahl ., hat-die von dem Motos a bt
Mascline, went die Riomenscheibe dister Masching einen Durchmisssr J, UMD i
hat ¢

Gegeben: ¢, = G0 mm; 4, = 300 mm; 1y, = 1300 —
min
Gesucht:  #,
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Losung: - - =
By d,
dy - ny
== — x,
n'__
d, - n,
Ny = ———

GG mm - 1500 Ufmin
1, e 2 —
: 300 mm

i

. = 300

111

18.5.2. Ubersetzung durch Zahnrider

Drie Radgrélien der Zahurider werden in der Regel nicht durch den Umfang
oder durch den Durchmesser, sondern durch die Zihnezahlen bestimmt

- o . . ; . L z
Somit lautet die Gleichung fir das Ubersetzungsverhiltnis: 4 = —- = &

Abb. 18.8 — Zahnrader

Beispiel:
F,"in Zahnrad _mit 110 Zihnen macht 200 U/min und treibt ein Zahnrad mit 40
Zihnen an, Wie groli ist die Drehzahl des getricbenen Rades ?
-
Gegeben: sy = 110 Zihne; 1, = 200 — 7, = 40 Zihne
min
Gesucht: =,
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iy

Lisung: —_— = -
Mg z
2, M,
= n2
Ty

Zp Ry

7y, =
)

110 + 200 Ujmin

My = —————— -

40
#n, = 550 U/min

18.6. Schiefe Ebene

18.6.1. Allgemeines

Schwere Lasten sind leichiter zu heben oder herabzulassen, wenn zwel oder
mchrere Bohlen schrig vom Boden an die Omladeranipe oder an den Wagen
gelegt werden. Die Kraft, dic jetzt aulzowenden ist, ist kleiner als das Ge-
wicht der Last; ihre Grille hingt von der Steigung der geneigten Bahn ab.
Durch die schiefe Ebene wird dic Gréfie der aufzuwendenden Kraft beein-
flufit, Arbeit wird nicht eingespart.

Die Kraftersparnis an der geneigten Bahn kommt durch dic Kraftzerlegung
zustande, Die Kraft kann in verschiedenen Richtungen an der Last angreilen

Das lotrecht nach unten wirkende Gewicht L ciner Last kann in zwei Teil-
krifte &) und Fy zerlegt werden (Abb, 13,9). Die Teilkraft I7; hat das [3estre=-
ben, den Kérper ldngs der Ebene abwirts zu bewegen (Hangabtrieb),
withrend die Teilkralt Fp senkrecht auf die Bahn driickt (Druckkratt). Die
Grife der Teilkraft I7] gibt an, wic grofl die Gegenkraft £ sein mull, vm der
Last das Gleichgewicht zu halten, wenn F parallel zur Bahn wirkt.

Abh, 18,9 — Schiefe Ebéne

Das Kraftedreieck aus L, Iy und Fp ist dem Dreicck der gencigten Bahn
Alnlich; die Last L entspricht der Léinge Z, die Druckkraft Fg der Grundlinie
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4und der Hangabtrieh £7) der Hohe 4, der Steigungswinkel « st gleich dem
Winleel, der durch L und s cingesclilossen ist. Wicd in die Gleichung fir die
Gleichgewichtsbedingunyg cingeselzt:

I' = IWraltm N ([Hangabtricly)

{ = Kraltweginm (geneigte Bahn)
{. = Gewichtder Lastin N
o= Hohe inm
s0 ergibt sich:
I = i i A

Einheitengleichung: N -m = N > m

[He aufzawendende Kraft /7 ercechnel sich demnach an der schiclen I2hene:

m
Einheitengleichung: N N —

Die aufzuwendende Kraft 7° wird also mit linger werdender I3ahn / kleiner

Irie Steigung ciner geneigten Bahn ist das Verhiltnis der Hohe /o zur Liange /:
Steigung == == sin ¥

Wirkt die Kraft parallel zur geneigten Bahn, ist die aufzuwendende Kraft
gleich dem Produkt aus Last und Steigung:

Anders legen die Kraftverhalinisse, wenn die Kralt parallel zur Grundlinie
fangreift (ALL. 13,10}, wie es bel cinem Keil und einer Schraube der IFall ist

Das Wriltedrewecl aus T., £ und £ 1st auch hier dem Dreteck der geneigten
Bahn iihnlich: die Last £ entspricht luer der Grundhnie b, die Druckileaft
Iy der Lange £ und die IKraft B (gleich Fp) der Tlahe 2, der Neigungswinlel o
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ist gleich dem Winliel, der durch 1o und Fa cingesclhilossen ist, Wird in die

Gleichgewichtsgleichung cingesetzt

fF= Nrall in N

4= Nraftweg 1 m (Grundlinie)
f. = Gowieht der Lastin N
/i = Lastweg in o (Hohe)

—

Abb, 15.10

s ergibt sich:

Einheitengleichung: N - m = N -1

Es ist somit:

Die aufzuwendende Kraft £ wird also mit linger werdender Grundlinie &

kleiner,

Die Neigung viner geneigten Bahn st das Verhiltnis der Hohe 2 zur Grund-
linic &:

Neigung = tan o

Wirkt die Kraft parallel zur Grundlinie der geneigten Bahn, ist die aufzu-
wendende Kraft gleich dem Produkt aus Last und Neigung:
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18.6.2. Keil

Der Keil ist von der schiefen Ebene abgeleitet worden. Durch den Keil wird
die Grife der aufzuwendenden Kraft beeinflufit; cr wird in der Form von
Messer, Meillel, Beil, Stemmeisen, Sense, Spaten usw, angewendct.

Der Keil ist ein dreiseitiges Prisma, dessen Grundiliche cin gleichschenkliges
Dreicck ist. Der Keilwinkel wird von den Seitenflichen {Seiten s) eingeschlos-
sen und ist ein spitzer Winkel. Wird auf den Riicken v des Keils die Kraft F
ausgeiibt, zerlegt sie sich in zwei gleich grole Seitenkriifte L (L) und La),
deren Wirkungslinien senkrecht auf beiden Seilenflichen s des Keils stehen,

Abb.18.11 — Keil

Das Krafteparallelogramm, das beim Zerlegen der Kraft £ entsteht, zeigt,
da das Keildreieck dem Teildreieck der Kriifte dhnlich ist {AbD, 18,11 b}, Auf-
grund dieser dhnlichen Dreiecke gilt die Verhiltnisgleichung :

Die avfzuwendende Kraft I’ errechnet sich demnach heim Keil wie folgt:

F = Kraft in N

I et L = Seitenkralt in N
¥ = Rickenlange des Keils in m
s = Seitenlinge des Kc¢ils in m

Die Seitenkriifte L. eincs Keiles sind um so grifBer, je kleiner das Verhiiltnis——
ist, d. h., je klciner der Keilwinkel ist. $

Infolge der an den Seitenflachen auftretenden Reibung sitzt der Keil so fest,
dall er auch dann in sciner Lage gehalten wird, wenn die Kraft ¥ nicht mehr
wirkt. Anwendung: I3efestigen von Riemenscheiben auf Wellen, Verkeilen
von Ridern.
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18.6.3. Schraube

Die Schraube ist wie der Isell eine Art schiefe Ebene. Bei der Schraube ist
die schiefe Ebene um cinen zylindrischen Dorn hernmgewickelt worden. So
cntstelit eipe Schraubenlinie, wenn um einen Zylinder, dessen Grundflache
den Radius » hat, ein rechtwinkliges aus Papier geschnittenes Dreicck herum-
gewickelt wird, dessen Grundlinie § dem Kreisumfang des Zylinders U ==
27y entspricht {Abb. 18.12). Die Hdahe £ des Dreieckes ist die Ganghdhe der
Schraube. Weil die Kraft F bei der Schraube parallel zur Grundlinie am
Umfang der Schraubenspindel angreift, gilt die Gleichung:

F = KmftinN
Il o= Geswiclit der Last im N
Fa oo | 1 . T o .
5 | = Ganghiihe der Schraube in m
b= RKresumfang UV = 2xrinm
i I
£
i b
= L= 2T

Abb.18.12 — Schraube

Bei der Schraube mul in diese Gleichung fur die Grundlinie b der Umfang
der Schraubenspindel U cingesctzt werden :

I
F=L—
U

In der Technik wird aber selten der Umiang einer Schraube angegeben, iiblich
ist die Angabe des Schraubendurchmessers. Da U7 = d -« ist, folgt:

# ist die Ganghdhe der Schraube und 4 der Schraubendurchmesser.

Die Wirlkung der Schraube kann vergroert werden, wenn die Kraft an
einem Hebelarm (Kurbel, Schraubenschliissel oder Fliigelschraube) angreift;
als Durchmesser d ist dann der doppelte Abstand von Schraubenmitte und
Angriffspunkt der Kraft cinzusctzen.

Durch die Schraube wird die Grofie der aufzuwendenden Kraft verkleinert;
Arbeit wird nicht eingespart, weil mit kleiner werdender Kraft der Kraftweg
groller wird.
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Schrauben werden in der Technik hinfig verwendet:

al in Pressen, um cinen grolen Druck mit einer kleinen Kraft aus-
zutiben (Hobetbank, Scluaubzwinge, Schraubstocl),

) zum Heben voen Lasten (Flebeboele) und

o) zam Bewegen von Land-, Wasser- und Lufilabrzeugen (Schilis-
schraube und Lultschraube).

An den Flanken der Schraube trill eine Retbung auf, so dai dic Schraube
wie der Nell auch dann festsitzt, wenn kelne Traft incht wirket: die Schraube
wird daher hiufig als Belestizungsmittel verwendet

Beispiele:

Mit welcher Ivralt zieht cin Fahrzeug abwiirts, das anf einer Stralle mit ciner Stei-
gung 1 : 30 steht wund e Gewieht von 12 &N hat ?

Gegeben: /0 o= 12000 N; L = 130
Gesucht: 7

[
Losung: [ L

!

1
= 12000 N - -

ff =401 N

Mittels ciner Iedpresse soll cin Widerstand von 3,6 kN tiberwunden werden. Aul
den Riicken des Keils soll dabei eine Kraft von 400 N wirken. Wie groll mul dus
Verhiltnis Ruicken # zur Seite s und wie grol mub der Weilwinkel ¢ {Phi) scin ?

b i
Losung: ==
& -
i 00 N
s 3000N
I 1
&
¥
el
sm -— ==
2 L
[ 1 1
PINL - as ——0 = — = (),{)550
2 T

Nach Tuabelle {ir sin-TTunktionen:

Rap LYY
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19. Wirme

19.1. Wirmeempfindung, Temperatur

In unserem Sprachgebrauch hedentet Warme gleieh Wirnmeenergie: Dic von
cimem Korper gespelcherte Wiarmeenergie ist abliingiy von der Art des
Werkistoffes, der Masse und der Temperatur.

Durch unser Gelithl konnen wir unterscheiden, ob ein INorper warm oder
kalt ist. Dicses Urtel! uber den Wirmegrad eines Kérpers, iiber secine Tempe-
ratur, ist jedoch ungenau und kaan betrdchtlichen Tiuschungen unterworlen
sein. Wir empiinden z, 3. Wasser mit Zimmertemperaturen als warm, wenn
wir vorher Jic probende Hand in Lliswasser getaucht haben, dagegen das
Wasser mit der gleichen Temperatur als kalt, wenn <die Hland vorher in
heillem Wasser war, Um ein zuverlidssiges Urteil dber dic Temperatur cines
IKirpers zu erhalten, wird dic Verinderung cines Kérpers bei Anderung des
Wirmegrades beobachtet, Von besonderer Bedeutung ist dabeil die Warme-
ausdchnung der Kdrper.

Fast alle Xérper dehnen sich aus, wenn sie erwirmt werden, und ziehen sich
zusaminen, wenn sie sich abkiihlen,

Temperaturen werden daher hidulig gemessen, indem fesigestellt wird, wic
sich gewisse Flissigkeiten unter dem Einflufl einer Temperaturdnderung
ausdehnen oder zusammenziehen. Ilissighkeiten werden zum Temperatur-
messen verwendet, weil sie sich unter dem Einflull einer Temperaturerhd-
lhung wesentlich mehr ausdehnen als feste Stoffe und besser 2u handhaben
sirel als Gase. Fiillen wir eine 1Flissiglkeit, z. B. Quecksilber, in cine Glas-
kugel, die sich nach oben in einer engen Glasrohre fortsetzt, kinnen wir
anhand der Flissigheilssiule die Volumenausdehnung ablesen. Ein solches
Gerilt ist ein Thermometer.

[}e Skalenteilung des Thermometers geht von zwei festen Punkten aus, dem
Schmelzpunkt und dem Siedepunkt des Wassers. 1as ‘Thermometer wird in
sclinelzendes TRis (ADbD, 19 1a) und anschlicBend i sicdendes Wasser {Abb
10,11 gesetzt, wobel der jewellige Stand der Flissigheitssiule durch cinen
Strich am Glasrohr markiert wird (Ahh, 19.1¢). Die Temperaturen, bei denen
Tis schmilzt und Wasser sicdet, sind bel gleichen Druckverhiiltnissen slets
dieselben, B3ei der Celsius-Skala (Ahb. 19.1¢) ist der Abstand zwischen den bei-
den Markicrungen (Schmelzpunkt und Sicdepunkt) in handert gleiche “Teil
cingeteill, Der Temperaturunterschied zwischen zwei Teilstrichen ist 1 Wiirme-
grad, bei der Celsius-Skala 1 Grad Celsius (1 °C),
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LE]

50 |-

Sehrmg s punid

c)

Abb. 19.1

[hg Celsans-Slailn kst heote fast aussehlieblich Ghlich Cresleventlich i3t im
Aunsland noch die Skaln Réaumur zu finds i, bel der der Temyperatorunter-
febtied awischon Schmolepunkt and Siedopunicet in 80° R einmetellt ist (ALl
1.2

]391 der Skala nach Fahrenheit, die noch in Amerika und England verwendet
wird, thlesit vine Kiltemischung aus is und Salz zur Bestimmung des Null-
punktis, Dar Schmelzpunkt des Eises liegt bei der Fahrenheitskala bei 32° F
und der Siedepunkt des Wassers bei 212° I° (ALl 19.2}

S 0520 unkl—H— 10 40 *-'TE

100 40 180
Schmelzpunkt -- -
cC R F

Abb, 19.2

Die gloichmilige Teilung der Skila kann bed Bédart npnter dem Eispunkt
(Minvs-Grade) pnd iiber dem Sis depunkt fortgesetel werden

'JI1I~| allen Flissigkeitsthermometern wird dor TemperaturmeBbereich be-
stimmt durch den Erstarrungs- nml Siedepunkt der verwendeten Flilssigheit,
weil durch die Zustandsfindorung auch andere Volumenfinderungen eintre-
tefi. So kann das gewihaliche Quecksilborthermometer nur i 'I'-.'ln]'u::ratnl-
messungen ewischen —39 °C und | 4200 5 angewandt werden. Noben den
sigheitsthermametern, vor allem oberhall und unterhall ihrer Mellbe-
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reiche, werden Bimetallthermometer, Thermoelemente, Widerstandsthernio-
meter und fiir sehr holie Temperaturen Strahlungsthermometer benuatzt,
Beim Bimetallthermometer berubit die Temperaturmessung anf der ver-
schieden grofien Wirnicausdehnung von Metallen. Ein Bimetallstreifen be-
steht aus zwel (zwel = bi) Metallstreifen, die eine unterschiedliche Wirnie-
ausdehnung haben vnd mechanisch fest miteinander verbunden sind. 13ei
Erwirmung biegt sich daher der Bimetallstreifen durch Die Durchbicgung
st ¢in Mal fiir die Temperatur, die durch einen Zeiger auf ciner Skala ange-
zeigt wird (ADL. 193} Je langer der Bimetallsireilen ist, um so groBer wird
die Durchbicgung und somit der Zeigerausschlag je Wirmeeinheit; damit
cin méghchst groBer Zelgerausschlag erzielt wind, ist der Bimetallstreifen zu

ciner Spirale anlgewickelt.

Abb, 19.3 —— Bimetallthermometer Abh, 19.4 — Thermoclement

Thermoelemente bestehen aus zwei Streifen verschiedener Metalle; die bei-
denStreifen sind an einemn Endemechanisch miteinander verbunden (Abb.19.4).
Wird die Verbindungsstelle erhitzt oder abgekihlt, tritt zwischen den
freten Enden der beiden Mctallstreifen eine geringe clekirische Spannung
auf, deren GroBe von der Temperaturinderung abhdngig ist. Die Enden der
Metallstreifen sind mit einem empfindlichen Millivoltmeter verbunden,
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dessen Skala jedoch nicht in Miliivolt, sondern in Grad Celsius (°C) gecicht
1st. ‘

e Eigenscladt oleltrischer Loiter, Thal Fefmpieratocrfmderung . au
elithtris :Il'-'l Widerstand ]

Fandorn, wird boim Widerstandsthermomeler aus

penutzt, Ein empliodliches Galvanometer g izl e Strominderung o, i

Imd honstonter apannong  infolee dee Widerstam

samdornng  anftritt, o

direcl ' T .
durch die Temperaturindernng hervormerufen: wis L i Skalo des Galvs
AL L L L Ly (% =

nometers 15t chentalls in °C géelcht. Peim Strablungspyrometer wird dis

rmplangeoe Strahlongawirme aul ein Thermoelement pelellot, das dadureh

erwiarmt wird pnd, wio bereits evlintert. i Tempeatur noneedet

19.2. Absoluter Nullpunkt und absolute Temperatur

|..I|| virigen Absclinitt wurile gesaet, dal aich fast alle Stodte noadehnen) wioi
.n. arwdrit werdem, ynd sich susammenzichen, wenn gle sich nbltihlon: Thas
bt wach nuf die gasfirmipen Stofe 7. Fel festen und tilssigen Stofen st
ler: Apsdehmumgslosfiziont oine echte  Stodilio itarite, Blao von

tler Art

iles & I je stofl vorsehdvdon. Diagegen it der Ausdehnog

’ [ . - I o : tlars [‘:“-
k_uu_JTu.unr filr alle Gase nahesa gleich profi; dos Volumen aller Gaze stefgt jo
Grad Celsius Temperaturerhdhong fast um den gleichen: Betrag., Wird Ga
unter gleichbleibendem Druck von 0 °C and IV 5E erwritrint w1 izt das Valu

tafies pnbhiine

den v TO02 (bl 0 Joouf DRG0 (e 1000%CY. o0 e TOH "

] ] - _ 366
Volumen des Gases um 30,6 O zu, jo 1°C um 0,3669, = 0,00360 =

] 100000

—, bezogen auf das Volumen bei 0 °C. Wird ein Gas abgelkithlt
s ,

273

nimmt das Volumen — immer gleichblcibender Dirucl vorausgesetzt — jo
1
Grad Celsius um —— des Volumens bei 0 °C ab.
273
Das bedeutet, dali bei einer Temperatur von ——273 °C ein Gas keinen Raum
mehr cinnehmen wiirde; dicse Temperatur von —273 °C wird als der absolute
Nullpunkt bezeichnet.

Die Temperatur, die vom absolzten Nullpunkt an geziihlt, also auf den abso-
luten Nullpunkt bezogen wird, ist die absolute Temperatur 7.

Dif: absu}ute' Terpperatur wird in Grad Kelvin (°K) gemessen. Dic Einheit
,,(1I.23.(1 I\c.lvm” 18t dieselbe Einheit wie |,Grad Celstus™, Leide Einheiten
bezichen sich jedoch auf verschiedene Nullpunkte:

a) die Grad Kelvin werden auf den abseluten Nullpunkt und
b) dic Grad Celsius auf den Schmelzpunkt des Eises bezogen.
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Da der absolute Nullpunkt um —273 °C niedriger als der Schmelzpunkt des
Eises licgt, wird die absolute Temperatur 7 crmittelt aus der Celsius-Tempe-
ratur ¢ plus 273 °C:

Tesondere Bedeutung haben der absolute Nullpunlkt und die absolute Vem-
peratur bei der Ausdebnung von Gasen und bei der Berechnung elektrischer
Widerstinde, Der clektrische Widerstand von Lellern nimmi mit sinkender
Temperatur sehr schnell ab und wird fast Null bei der absoluten Temperatur
== -—273 °C. Der Zustand elektrischer Leiter beim absoluten Nullpunkt wird
mit Supraleitfihigkeit Dbezcichnet, Der absolute Nullpunkt, die unterste
Grenze der Temperatur, wird weder unterschritten noch errcicht werden

kinnen.

19.3. Wirmemenge, physikalische Gréfien der Wirme

Zweli I{orper sind im sogenannten thermischen Gleichgewicht, wenn sie die-
selbe Temperatur haben. Beriihren sich beide érper, hat keiner das Be-
streben, die Temperatur zu idndern. Beriihren sich aber zwei Korper ver-
schiedener Temperatur, gibt der wirmere ISGrper ,, Warme' an den kidlteren
ab. Dabei kithH: sich der warmere Korper aly, wihrend sich der kiltere
erwirmt, bis der thermische Gleichgewichiszustand lhiergestelit ist, <, h. Dbis
Leide Korper dieselbe Temperatur haben

Eine Temperaturerhéhung hingt von der zugefiihrten Wirmemenge und von
der Masse des Stoffes ab.

Irither wurde die Wirmemenge in IKalorien {cal) gemessen (1 cal erwarmt
1 g Wasser um 1 °C). Jelzt geht man aufgrund des Einheitengesctzes von der
Energic (Arbeit) aus, die durch nergicumwandlung Wiarme hervorruit

Deshatly wird dic Wirmemenge @ chentalls in Joule gemessen,

Sehr genane Messungen haben ergeben, dali eine mechamsche Arbert von
4157 Joule aufgewendet swerden muld, um 1 keal #u cerzeugen.

1 keal == 4187 Joule

1 J = 0,239 cal
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Dic spezifische Warmekapazitit ¢ eines Stoffes gibt an, welche Wirmemeng:

cin Stofl’ je kg aufnehmen mufl, damit seine Temperatur um 1 °C steigt,

Fiit Wasser ist demenfolge: ( FIRT —= Fiir andese Stoffe wurde
df
chenfalls: o spegiiischen Wihrmakaposi tat

zusammengelalit

IMir die Ermittlung der Wirniemenge gilt allgenein:
LE] Wilrmeomenge 1 1

¢ m - ¢ At il Masze m kg

) |
{ m e * (ta — ) spez. Wirmeknpnzitit in ="
Femperatyrmierschicd in 2
Einheitengleichung: | - kg 0——‘—‘] s e
C ky
Beispicle:
a) Welche Warmemenge ist notw endig, um 10 Ly Wasser von 15 <C aufl 95 ¢ pas)
craiirimen ?

¢ vour Wasser == 187
= m-c{h—t)
= 10 - 4187 (95 — 15)
10 - 4137 = 50
— 33496 k]
b} Weleho Wirmemenge gimmi

e 100 g schvweres Stablatiicl von Belner A UaAgaT-
tempoeratur son 13 Coauf, wonn os aud 95 9C erhitet wertlen gall ?

¢ von Slahl = 460,37
)= m-c- At
= 10 - 460,57 - 80
= 363,450 kJ
c) Wieviel J simil natwendig, um ecinen Litkolben an
von 20 °C anf 320 °C zu erwiirmen ?
¢ von IKupler == 389 4
G = m=c- 4
== 0.3 - 3804 - 300
= 33 kJ

s Kupfer von 300 g Gewicht

19.4. Verinderung (Ausdehnung) der Kérper durch
Erwirmung

Der englische Botaniker Brouwn beobaclhtete 1527, dal sich sehr kleine
Teilchen fester Kirper in ciner Flilssigleit bewegen, und zwar um so schnel-
ler, je klemer die Tetlchen sind. Die kleinsten mechanischen Teilchen eines
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Die Flissigkeit verdampft. Die Dichte der Idrper -.'-I‘-'l '.'-_-.1-.I:I s 2 .._..-|: Py
y or goringer, die Kohlsionskriifte sind kaum noch wirksam,
rl-|III:]:T i”lmlnﬂl:i :r( I- ||I|| ain beathmmtes Yolymen nicht mehre erhalten Der
aloaht ey firp anich
1ﬂ|‘.’|ssigc Korper wird gasfirmig.

19.5. Lingenausdehnung

Alle Karper dehnen sich aus, wenn sie erwilrmt wc:lrfl]n::j 1'|[|.1n:vr11 j::’l}:u;::r-:'nl: ._xff“

sammen, wenn sie sich abkiihlen, Das Mol der Ausdehnung st I

der Al des Stofles und von seinem Aggregatzustind, | I
Je nach der Form der Korper macht sich di ‘ln.'ultll‘ru!tfa.uldf'rl-ll!k'w:"';;1 “1":
-I- ine J ¢ Abkithlen in elner Aniderung der Lingen-, I-Iaml:::na oder :1-..1 &

g =tk Tk In den folzanden Abschmitten soll die Velumnen

R i hroar 1 oo & regatzystianden notefsucht werden

andernng der Warper in thron dret AgSg

1 - I L} o | 1
|- en 14 1'1" ! nfo . ETLLEH arin ANE Ik 1 &} I
| Lois %o | Bt i¥ Te t ng-18 1% I

Il Y gikes
zn Aissipen und ghsftirmigen Korpern gering Die cl.ll.'.l.'].u-.'ll:a 1111:::‘11 \.:,:,I,I..;Ii,_fl_
sich dalici jedoeh o crachioden. Der ]_ullj.!t"l'.l?.ll'\'l.-:.j.l.'i'f.‘-. ':l.!:IL [1“;j iy
stirmminm Stoffes von 1 m Lange beim Erwilrmen yon . ; wﬂllth.l ki
ist (ie Lingenausdehnungszahl = oder der Aunsdehnungshe
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Stoffes: Ein Stab von 1 m Lange verkingert sich beim Erwiarnien um 1 °C aim
a m. Betrdgt die Stablinge 44 m, dehnt sich der Stab beim Erwirimen om
1°C am 4y - o+ 1 {m) aus, Somit ist Jdie Gesamtldnge des Stabes Jo-

o B S R

Wird der Staly von der Temperatur ¢ anf dic Temperatur £ eowdrm(, betrigt
also der Temperaturunterselied

At = o I
s0 1s1 die Gesamtlinge:
{ [Linge in m
B 5 £ el ht it
7 Angenausdehnungszahl 1 - -
i y (1 i v Al » E °C
Al Temperaturunierschied i °C
1
Einheitengleichung; m m (1 00
(g

Innerhalb eines bestunmten Temperaturberelches ist die Ausdchnung eines
Stabes heim Lrwidrmen von 0 °C ausgehend aufl eine bestimmte Temperatur
{7 der Temperaturzunahme proportional.

Bein Abkithlen ist dic Temperaturinderung A¢ negativ einzusctzen. Der Stab
verkiirzt sich dann gegeniiber der Ausgangslinge /:

At =1 = 1 < o

A= — 5 — )

At ist negativ

Beim Abkiililen, . L bot negatives Vemporntorinderuny; ist die Linge | dos

Verkirzong

Stabes kleiner nls die Awsganpslinge /. Dio Verlinm
iffnlgn Temperatoranderune i3t oft recht Vebschtl I utied darf nicht ver-

nechiliesipt werdett. Frofleltitheen hingen & B bn Se nmer stark durels b

Winter dagegon kinwen sie infvlze der Vorkitvzuhe so st et feln
Il sie u; UL resllen - Ageh bei Brilckes, Eisenbohbschionen. Petidelobien
usw. muld die Dehnung dureh Erwiinmen beachtet werden, Sind Gerdse aus
verschiedenen Stoffen zusammengesetzt, ist daraul zno actiten, dald durch die
verselicdenen Ausdehnungskoeffizienten leine Spannungen entstehen, die
den IKorper zerstoren konnten.

in nachlolgender Tabelle sind die FEéingenausdehnungszahlen o fiir einige
Stofle zusammengestellt:
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Lingenausdchnungszahlen ciniger Stoffe:

Stoft o je °C

Hartgummi 0,080
Alnmininm 0,000024
Bronze (0,000018
Kupfer 0,000017
Zemenl 0,000014
Eisen, Stahl 0,000011
Platin 0,000009
(Flas 0,000000
Holzx 0,000003
Porzellan 0,000003

Beint Erwarmen dehnt sich ein fester IKdrper nichl nur m seiner Linge aus,
sondern auch in seiner Breite und Hohe. Die Fliche und das Volumen werden

grofier.
1. Beispiel:
Eme upferleitung hat bei 4 == 10 °C cine I;i.ngu I, == S(J(J_m Wie groll ist die
Linge et £, = 30 “C and die Verktirzuny bet 4 20 g2
Losung:
o [ir lupler == 0000017
4, = 500 m To o= Ly o= 0 ceid Adab
! L) Mg 300 5 500 - G,00B017 « 20
£o= 3 = 500 -- 0,17
L ot = 508,17 m
f —21 0
oy = ¢ by = I e [ n Al
= 500 L 500 - 0000017 - (=30
= 500 —- {0,255

= 499,745 m

2. Beispiel:

Dic Trde hat wm Aquator emen UVmfang von vund $0000 km. Lin um ll(:ll_liul_um—
fane velegter Fisenring wird i A2 == 1 °C erwiinmt, Wie wetl stehl der Ring jetat
ang vele LT .

von der Lrdoberfldche ab?
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Lisung:

a fiir Eisen = 0,000011 = 11 - 10-%
f =40 - 105 m = 40000000 m

Ly =05 (1o )
=40 108 (1 + 0,000011 - 1)
== 40« 1,000011 « L0®

Ly = 40,00044 + 10° = 40000440 m
U = 2ar
o
i
2w
17 12
e 20 = 2o
40000000 40000440
6,28 6,28
i == 6369426,75 m re = 0369496,81 m

Ar = r, —— 7,
= 0309405,81 — 6369426,75
dr = 70,06 m

Der Ilfsenring stelit 70,06 m von der Erdoberfliche ab.,
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20. Akustik

20.1. Schallerregung

Alles, was wir mat dem Gehdr wabrnehmen, nennt man Schall (Sprache,
Rauschen des Waldes, Klingeln des Weckers usw )

Zin Schall entsteht durch sehnelle anfeinanderfolgende schwingungen eines
clastischen Korpers {(Stimmgabel, Stinnubinder, Musikinstewmente, Mem-
bran cines Lautsprechers oder Fernhdrers)

Je nach Art der Schwingungen unterschieidet man:

ay den Ton, der sich aus ciner sinuslormigen schwingung corgibt,

by den Kiang, der sichaus mcehreren, in einem bestimmten Verhalt-
s zuetnander stelienden Tonen zusammenset zt,

e das Geriusch, das durclh mehrere unregelmialiy zosummenge-

setzte Tone entsteht nndd

Ay den Iknall, der =1ich ans ciner Viclzahl unteischiedhicher Tone
ergibl, die gleichzeitig, kurz und heltig aufireten

20.2. Schallausbreitung

Der Schall mull vom schallerreger zum Schallempfdanger tbertragen werden
Dic Schwingungen des Schallerregers versetzen die Luft in seiner Umgebung
in Schwingungen; die dabel entstehenden Verdichtungen und Verddnnungen
der T.ult werden als Schalhwvellen bezeichnet

Der Schall hreitet sicly, von Lulomolekiil zu Lultmolekiil fortptlanzend, nach
allen Seiten hin gleichmilig aus, Bis er auf den Schallempfinger {rifft, = T3
im Gehorgang des Olhres aal das Trommelfell. Das Trommelfell gerdt dadurch
in Schwinguugen und leitet den Schall in das innere Ohr weiter

Der Horschall besteht aus Luftdruckschwankungen, die wir mit unscrem
Gehor wahrnchmen kénnen.
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Zur Ubertragung des Schalls vom Schallerceger auf das Ohrist also die Luft
als Schailtriger nétig. Sclbstverstindlich koénnen auch feste, {liissige oder
andere gasférmige Stoffe als Schalitriger wirken und Schallwellen {ibertragen

Der Schall wird von elastischen Kérpern besser ubertragen als von plastischen.
Plastische Worper, wie Watte, Asche, Filz, Wolle, Torfmull, eignen sich daher
zur Schalldimmung bzw. -isolierung

In luftleeren Raumen (im Vakuum) pflanzt sich eine Schallwelle nicht fort,
weil dort keine Schalltrdger vothanden sind.

Treffen Schallwellen auf cine elastische Wand, dann werden sie zuriickgewor-
fen. IMiir die Richtung der zuriickgeworfenen Schallwellen gilt das Reflexions-
gesetz:

Bei ebener Reflexionsfliche sind Einfallswinkel und Reflektionswinkel einer
Schailwelle gicich grof.

Den zuriickgeworfenen Schall bezeich-
nen wir als Echo, An unser (hr gelan-
gen also zweimal Schallwellen, die von
ein und demselben Schallerreger her-
riuhren; einmal kommen die Schallwel-
len unmittelizar von dem schwingenden
Kérper scibst, zum anderen durch Zu-

20.3. Physikalische GréBen des Schalls

Um die physikalischen Wirkungen i einem Schallfeld bestimmen zu kinnen,
bedient man sich der Schallgréfen. Die Benennungen, IFormelzeichen und 18in-
heiten der SchallgréBen sind nach dem Internationalen Einheitensystem
festgelegt, Durch diese Gréflen ist es moglich, die Auswirkungen von Schall-
wellen hinsichtlich der Tonhéhe und Lautstirke usw. rechnerisch zu ermit-
teln und festznsctzen,

{(Eine Zusammenstellung der GroBen des Schalls finden Sie am Schiulb dicses
Abschnittes.)

20.3.1. Schallgeschwindigkeit

Die¢ Schallgeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit, mit der sich der Schall in
einem Stoff ausbreitet,

Beyrifi Formeleeichen Einhwrit

Benennung Kurzzelchen

schall- 0 Meter pro m/s

bt

geschwindiglieit

aekunde

riickwerlen (Reflexion} von der Wand
Damit beide Schalleinwirliungen, der

onr

Schaliquelle

unmittelbare Schall und das Echo,
vonunscrem Ohr getrennt wahirgenom-
men werden konnen, muld zwischen
ihrem Empfang cin Zeitraum von min-
destens 1/10 Sckunde liegen.

Abh. 20.1 — Echo

Nachhall entsteht, wenn das Tcho wegen des zu klemnen Zeitunterschiedes
zwischen dem Eintreffen der unmittelbaren und der relleltierten Schallwelle
nicht mehr wahrgenommen wird, In den meisten Fillen wirlet sich em zu
langer Nachhall als stérend aus, Durch die Ausstattung der Ridume mit
schalldammenden Werkstoffen kann man den stérenden Nachhall vermin-
dern

Durch Trichter, Glasplaiten, Hohlspiegel usw. kann der Schall gebiindelt
ader abgelenkt werden (Schalltrichter, Sprachrohr, Héhrrohr usw.).
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Dic Schallgeschwindigkeit ist abhiingig von der Art des Steffes, in dem sich
der Schall ausbreitet, und von der Temperatur.

Schallgeschwindigkeit

Stoff ¢ ¢ | stom ‘

to m/s Stoff s to e
IKautschuk 35 Benzol 1350 I<ohlendioxid 260
Kork 500 1 1400 Saucrstoff 322
Blei 1200 Quecksilber 1450 TLuft 340
Kupfer 3900 Wasser 14830 Stickstofi 345
Holz 3000 Helium 1005
Eisen 5800 Wasserstoff 1330
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Beispicl:

Lin spazierganger heobachtel das Aulleuchten eines Gewilterblitzes und hort an
sehlieffend das Donnern. Dice Zeit, die zwaschen diesen hetden Walirnehmungen heat
mildt cc zu o= 2 s Wie weit st der Blitzschlag von seinem Standort entflernt v
wesei !

Gegeben: ¢ = 2 s5; ¢ o= 30 m/fs

Gesucht: s

B
Losung: ¢ = — umstellen nach s!

Hom: 2y
s = ¢*d Ga0 M
B3

Die Eutlfernonng zwischen dotn Standort des sSpaziergingers und dem Bliczechlae
Letriigt s 650 m

20.3.2. Wellenlinge

Die Wellenlange ist der Quotient aus der Ausbreitungsgeschwindigkeit des
Schalls und der Frequenz.

Begrifl Formelzeichen Einheit

Benennung Kurzzeichen

Wellenlange A (Lambida) Weter m

Grobengleichung

S

= Wellenlinge inn

Schallgesehwindigkeit in i /s

A

= Irequenz in Hz

Einheitengleichung

m/s
1L =5 —mieme
/s
Beispicel:
Dic Frequenz des Kammertones @ bholricgt A0 Tz Ine schallgeschwindigkent
m Luft von £ = 20Cist ¢ 340 s Wie grofst die Wellenlimee der Sehallwelle ¢

Gegeben: [ == 340 Ilz; ¢ = 340 mfs

Gesucht: A
348 s

o1

Lésung: A = —

@
- = 0774 m = 774 cm
!

Die Wellenlange dee Schallwelle iurdie Frequenz von /o« 440 Hz betrigl A = 77,4 cm.
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20.3.3. Frequenz

LLine Lultdrckverstirkung und cine Lultdruckyverminderung ciner Schall-
welle stelft cine Periode der Schalhwelle dar. Die Anzahl der Perioden je Se-
kunde ist dic Frequenz des Schalls. Die Dauer ciner Periode nennt man die
PPeriodendauet

Begriffe Formelzeichen Elnheit
Bengnnung Kurzseichin
Frequens ! Herte Fl:
Periodendmniie T Selcandi

Grobengleichung

§ = Frequenzin bz
! 1 Periodendauer in s

iHe {1echnische Einheit (o Flz st 1)s,

Einheitengleichung

1 1
I
Beispiel:
e Irequenz des Nammertones o st f ) Mz Wie crold 15t die Perodendauer

dicses Tones ?

Gegeben: 440 Fz

Gesucht: [
1 10O
Losung: 1 - = 227 ms
) i 440
Diie Periodendaucr des Wammerlones o betrigt B 27 nnd

Von der Frequenz der Schallwelle ist die Héhe eines Tones abhingig. LHohe
Tone weisen eine hohe Trequenz und niedrige TOne cine nicdrige Irequenz
auf. IMir Frequenzhohen und Prequenzabweichungen ist das menschliche
Ol allgemein schr empfindlich, Personen mit gutem Gehdr nehmen die
Trequenzabweichung eines Tones von wenfger als 0,1 v P ohne weileres

wahr
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20.3.4, Schalldruck

Der Schalldruck ist dic Kraft, die auf eine Fliche von einem Quadratmeter
gleichmiiBig ausgeiibt wird. Dic GroBe der Kraft ist dabei der Hochstwert
der Druckschwankung einer Schallwelle

I Begriff Formelzeichen Einheit

' Brenennumng | Kurzgzeichen |

| scholldruck ' il ‘ Paueall P |

Grolenglelchung

P Schaildruclt in Pa

I
P = F Hachstwert der Schallwelle in N
41
A I'lacheneinheit in in2
Einheitengleichung
N
Pa 1 Pa == 1 N/m?
2
Beispicl:
Ber Hachstwert der Druckschwankungen emner Schallwelle botrige [7 = 2 @N.

Diese Kraft wirkt aul eine Mikrofomumembrane, die ecine wirksame liiche von
A = 4 em? aulweist, Wie grofi ist der Schalldruck der Schailwelle ?

Gegeben: 7 =2 uN, 4 = 4 cm?

Gesucht: 2
) F  2-10%N
Lésung: p = — = ———— = 0,5 1072 N/m? = 5 mPa?%)
A4 4 - 10™% m?

Der Schalldruck der Schallwelle betrigt # = 5 mPa,

Von dem Schalldruck einer Schallwelle ist die Lautstirke des Tones abhiingig.
Laute Téne weisen einen slarken Schalldruck, leise Téne cinen schwachen
Schalldruck auf. I'tir Lautstdrke und Lautstarkenunterschiede ist das mensch-
liche Ohr allgemein schr unemphindlich. Eine Verdoppelung des Schalldrucks
hinteriiit bei uns nicht ctwa den Eindruck ciner doppelten Lautstirke des
Schalls. Soll sich unsere Lautstirkenempfindung verdoppeln, dann mu
die Lautstirke ungefihr zchn- bis tausendmal stirker werden.

1) Pascal, franzésischer Physiker 1623—1662

%) 1 Pa — 10-5 bar

o e |.|:I'| 5« 10* bar = 30() phar; dics entspricht oinem Schalldrcok von etwa
k03 mpfem? eutsprechend der ungefihren Lantstirle unserer L|]1|H:i|:.'-'-\.-||','ll:’||"J||'.
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20.3.5. Schalldruckpegel

Der Schalldruckpegel ist cin Mall fir die Lautstirkenempfindung unseres
Gehdrs, Dicse Grole entspricht nicht den phvsikalischen Werten des Schall-
drucls. Um aber dennoch die Lautstarkencempiindung mit Hilfe des Schall-
druckpegels berechnen zu konnen, bedient man sich des logarithmischen
Rechnens.

Triir die Berechnung des Schalldruckpegels hat man cine Bezugsirequenz
von f = 1000 Hz und cinen Bezugswert fir den Schalldruck von pg = 20 uPa
festgelegt. Bei  dieser  Trequenz  ist  die  Lautstirkenempfindung  des
menschlichen Olires etwa verhilinisgleich dem Logarithmus des auf den
Bezugswert pg bezogenen Schalldrucks,

Dras bedeutet, dald sich der Schalldruckpegel und damit unscre lactstir-
kenemplindung linear veridndert, wenn der Schalldruck logarithmisch ver-
starkt wird. Der Unterschicd zwischen ciner lincaren und einer logarithimi-
schen Groflenverdnderung ist nachstehend verdentlicht

Tine Grofie veriindert sich dann linear, wenn der Wertzuwachs slets gleieh grol ist,

Grallenverinderung (2 B Schalldruciopegal)

Cariile Ll 1 - 1u My 2- 10 = 2()' 3 10 = 3()i 410 = 40 usw.

Der Wertzuwachs betrilgt gleichmalig 10 Kinhelten.

Iine Grole verindert sich logarithmisch, wenn die Tlochzahlenveriinderang stets
gleich grof ist

GrdBenverindermng (2.7, Selualld II|_|::I

1l pin 14 1ie 10 108 phog’ | g NIRIEY AW

Die Tlochzahl vermehrt sich jeweils um eine linheit; der Wertzuwachs betrdgt
danu jewels das Zehntache des vorherigen YWertes.

Tir den Torschall gilt also, dali sich der Schallkdruck mindestens verzehnfachen
mull, wenn wir die doppelte Lautstirkencinpiindung errcichen wollen.
Schalldruckpegel (Lautstivke) und Schalldruck stehen praktisch in folgen-
dem Zusammenhang:

Schalldruclk-

pegel in

Dezibell) 0 20 40 o0 80 100 | 120 | 140
Schalldruck

in PPascal 0,00002 | 0,0002 |0,002] 0,02 | 0,2 2,0 20 200

Der Zusammenhang zwischen dem Schalldruck und dem Schalldruckpegel
ist in nachstehender Darstellung verdeutlicht

1} Dezibel = 110 Bel; nach Graham Bell, englischer Physiologe 18471922,
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Lp2 =120dB
iz =1

¥T,:=100 dB

=
. EE =
™~ y
U] y
.."I}_. o
1 I ol . 4 < +— .
2 4 6 8 [ z 4 i 18 J
p/Pa =
Abb. 20.2 Sclmlldruck—Schalldruckpcgcl-Diagmmm
Wit erkennen, dal) der Schalldruck jowells aaf den zehnfachen Wi rt mnsteisn
wiihtvend sicl dor Sehalldn nptgel nur linear um den gleichen Anteil, nim-

lich 200 Dezibiel, vermehiet, Der Sehalldruckpegel ist daboi eine logarithmische

VerhillinisgraBe, ie hren wmathemotischen Adssdn
Hengloichung: findet. Die Einheit des Sel

ck in der {olgenden G

wllidrockpegels 15t sEpentlicl Kin
jraoch nennon wir doen Wert dieser ogaritlgnischon s
Dzibed

Begrifi Formelzeichen Einheft
Henmmnmmg i Kurzzelchen
Sehallibuckpooel 'I. ‘ Pberibisl dB
Grifiengleichung
T Schalldruclpegel in d3
1 1 N 1 L P Schalldruek in '
b e, sezugswert des Schalldrucks
von 20 gl
Einheitengleichung
1 Nfn? B
N/m? B
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1. Beispiel:

1

Eine schallwaelle weist emen Schalldruck von p 2ombPaants Wie groid st der

Schalldruekpegel 2

Gegeben: = PR % AR

Gesucht: [

P ST
Losung: fp 20 - 1y 20 e
b 20 - 1075 Pa

Ep ow= 200 1y 0,1 - 108 = 20 = 1g 100

Drer Wert Tur den lg T st 2, well 100 LOO eraibt,

Lo 9.9 0 mm 4l {5

Lyer schalldrackpegel der Schallwelle betragt L, = <0 dB,

2. Beispiet:

Tine schallwelle west cinen schalkleuck von p JmlPa oaunl Wie grolh st der
Schalldriekpesgel ?
Gegeben:  p 5omlPa; a0 e

6

Gesuchl: 4.y

P 51073 Pa
Lisung. [p 20wy SV ¢ ——-
bPu 20- 1078 Py
Ly 20 - 1y 0,25« 108 20 - le 250
Prer Woere [urle 2530 mul ciner Tabelle enrnonninen worden: lg 250 2 SR
wetl 10588 = 250 ergilits

Lp =20 - 2358 17,6 4B

Der Schalldruckpesil der sehallwelle belriiat £, 47,0 dB.

An dhesen beiden Beispiclen kdnnen wir erkennen, dald cine Schalldricl-
versbirlkkung von 2 mPa auf 3 mPa uns den Eindrock ciner Lautstickones
hihunyg voun 40 dB aufl 47,6 d13 vermittelt. Wilrend sich der Schalldruck
mehr als verdoppeit hat, hat sich die Lautstirkenemplindung nure win 7,6 d 13
{etwa 20— 25 v 11 erhioht. Schalldruck und Schalldruckpegel sind also nichi
linear, sondern logarithmisch verhiltnisgleich,
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3. Beispiel:

Bel einer guten Musibwiedergube im Koneertsan] schwinkt der Sehnlldro kphegel
sWidchon 10 dBb aod W) 4B der Schalld iy Schalldrockpege! von 10008
betrhpt 60 wla. Welchen Wert hat der stickste Schalldroek bep der M st lew o

gabe?
Gegeben: Lp, = 10 dB; Lp, = 90 AB; p, = 60 uPa
Gesucht: 1
Lasung; Lp = Lpy—~— Lpy = 90 dB — 10 dB — 80 dB
By ™
Ly - g —— umnsbellen nack o S—
P M
i F )
1 4
/ 20 20
- 104 umsteilen nach p,!

pyo= 100 py = 108 - 60 - 10-5 P4 = 60 - 10-* Pa = 600 nla

Der dtiarkste Schalldrock boy der Musthwiodersabe betrist 13 Gon m
Der Latstickenunterdohied amfitt hiorbei e Lantstiela van leisem Flistern bis
zur Luuten Autolpe.

Nuchstehend ist die Schwingung ciner Schallwelle dargestellt, deren Werte
den vorstehenden Rechenbeispiclen entsprechen :

Trequenz f = +H) Hz, Wellenlinge 3. = 77,4 em, Periodendaucr T = 2,27 ms,
Hochstwert der Schallwelle £ = 2 pN, Schalldruck p = 2 mPa und
Schalldruckpegel L), = 40 4B

p/mPa [ p 4B
|
7 e [,O
\: |
—
t/ms
AJfcm
- 7=227ms
— A =774cm ——

Abb, 20.3 — Schallschwingung
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20.4. Horbereich

1as menschliche Ohr nimmt Schallwellen walir, deren Frequenzen in dem
Bereich von 16 Hz bis etwa 20000 Hz liegen. Der Wahrnechmungshercich
hinsichtlich des Schalldrucks licgt ctwa zwischen 20 pPa Dbis 20 Pa; dies ent-
spricht einem Schalldvuckpegel von 0 bis 130 Dezilel.

Schallwellen, deren Trequenzen unter 16 Hz liegen, nennt man Infraschall,
Schallwellen, deren Frequenzen iiber 20000 Iz liegen, werden als Ultra-
schall bezeichnet. Schallwellen aons dicsen Frequenzberetelien nining unser
Ohr nicht mehe wahr, obwohl sich physikalisch nichts weiter geandert hat
als die Frequenz der Schallwellen.

Schallwellen, deren Schalldruek unter 20 pla liegl, nimmt unser Ghr eben-
falls nicht mehr wahr, weil dieser Druck so gering ist, dafll er im Gehor
keinen 1teiz mehr auslosen kann. Schallwellen, deren Schalldruck groller ist
als 20 D’a, nehimen wir nicht mehr als Schall, sondern als Sclunerzemplindung
in unscremn Ohr wahr. Dicse beiden Sclialidruckgrenzen bezeichnel man als
Hdorschwelle bei 20 pPa und Schmerzschwelle bei 20 Pa. Hor- und Schmerz-
schwelle sind jedoch nicht fur alle Frequenzen gleich groli. Durch Versuche
hat man die Hor- und Schunerzschwelle fiir dic verscluedenen IFrequenzen des
Horbereichs festgestellt und in einer Horliche zusammengestellt

(] Ly o8

2001140 Schmerzschwelle bei etwg 120-1364a8
P F
(/-" 7 ——
20+ 120

20 -I.'-
Harfieche
62 % B0 i /
2-10-2 1 @ i .
2+10-3 =

2et0-F 4 20 p=170 4Pa EnZi¥dn

26751 ¢ E 5
2 Herschwailsd
P He
1 e A
ra 1e0 foan toaar | 0 [
|- - Horbereich -I

Abb. 20.4 — Horfliche des menschlichen Ohres
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Fiir die HitAache st aul der waagerpotiten Achse die Fry fjugne lgarithimisell foi-
totragen, o h., die Lindonolsclinittalanges ind die Hochealilon dat | P W et

ol verhilinksgléleh, Anf der senkrechten Achse ist iler Schalldruckpegel Nnear,

dur Sehalldroclk jedoch logarithmisch aufoetfapen, WL wan die Wette cinor !
pgarithmdchen Mallstal nufeetragency Grob bl
Ul der. Wertaouwaeh |
L st lotelen Beroich, Pralitiscli kdnnen e ihrnlesmmiden Dwischong
cinef logarithimisehon Miclstabes [edoch nur: vesalilin s swerilen

sbilesen, darm muld man dabie

Lrer medripste  Puikt dor Hril&eli llegt L ebwn 3000 Hz and 20 Il||'.-
: rejuoni 15t gnser Onr im cmpdimdbohsten, well o2 dirgen verlneen

k: bervits wahrzonohmen  vermage, Bel Qe T rrjuene yon 100 H.

these Fra quen: anompfindlicher iat. Bl ecinom Fregquomegomizely, in dem

diese beitlen Frequenzen mit gleieh starkom Schalldruck ouf unser Cehie eine

witken, nchmen wir die licfe Prequenz leiser und die hohere I'requenz
Lavter walir, I70r Frequenzen, die Gher 3000 1z ticgen, wird unser Ohr wie-
derom mit zunclinender requenz unempiindiicher. The Schmerzschwelic
unseres Ohres st nicht so stark Irequenzabhingig

Beispiel:

Muhand der Hortidehe des menschtichen Olres soll die Harselwelle (i die I'requens
von / 300 Hz ernnttelt werden. Wie stark ist fir diese Hirschwelle der Schall-
dractk und wie hoch st der S hallpesel ?

Gegeben: 7 = 300 Mz, Harliche {(ADl 2004

Gesucht: p: £,

Losung: Von der waaperechtion Achsi s witd bet ! WHE Hz2 etne Senkros it
. hoet, die die, Umrandungalinie der H iche sdhoeslot.  YVom

Skt tpunle Senkrochiten it

Wi bt lig-mo

CIMASILEES aills wired o

f e dded Selhinlldrucks ond
i der senlitechlen Achse woriden e

LiTu bt
1.7 L=t PR == 170, 08y Ly 17 b
Fur /= 300 Hz betriigl der Harschwellensehalldenele bl 170 1PPa entsprechend
cinem schallidenckpegel von Ly = 17 dB.

Schalldruck und Schalldruckpegel von Schallaellen kénnen meBtechnisch
ermittelt werden. In nachstehender Tabelle sind diese Werte fir verschiedene
Schallquellen znsamimengestellt
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tn westen Biermieh des Limlenalschnlits wedintlieh

dir Harschwellt orst bel etwen 100 gl 6o dal dns Ol for

Schallgréfien fiir Schallquellen

Schalldruck-
S 1 Schalldruck
Schallquelle ] pege in Pa
in Dezibel

Iarsehwelle, Bezugswert [ur den
schalldre kpegel 0] ),00002
Leises Flistern in 3 m Abstand,

Blitterrauschen 10 0,00000
Teiner Landregen, Uhrenticken 24) 4, 0002
Normales Fliistern in 1 m Abstand 3 0,00006
Zerreilien von Papler in 1 m Abstand,

lelze Unterhaltungssprache i 0,002
Unterhaltungssprache in 1 m Abstand,

Schrethmaschinenlirm 560 0,000
Lautsprecher in Zinunerlautstdarke m

I Abstaaud, laute Unterhaliung (30) 0,02
Tautes Gespricl i Ty Abstand,

Stralienliarm 70 {),(M3
Lautes Rulen in T m Abstand,

Autohupen, starker Stralienlirm =0 2
Aulohupe in 1w Abstand,

Prebiluftbolirer, Nretssiage 90 1,6
Vutomotor ohne Schallddmpler

in 3 m Abstand, Niethammes 110) 2.0
Slarktonhorn und Flugzengmotor

in O m Abstand 110 0.0
Flugzengmotor in 3 m Abstand,

Ditsentreielbwerk in unmuttelbarer Nihe 129 20
Schmerzschwelle 150 [$18}
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Dier vion “1||| erem Ohr wahrzonchmende Schalldruckunterschisd nmfnit
demnach Schnlldrucks: hwanlcungen von 20 P bis 60 Pa, Dicser Schalldruck-
unterschiod entspricht elnem Schalldrue lpepelunterschicd von 0 bis 130 LH-*.
Den Schnlldro kpagelomterschiod, der von sinem Schaillsondar -,;.-;|-|-=r.-...“..n.|_l
men bhaw, von einem Schallsender abgegeben werden kann, bBorsi I-.r.1-F1 mian
ils Dynamik des Schallsenders haw, Sohall mphingers, Die Dynamik Lii—'—.

e ‘
nenschliichen Ohires betellgt ulso 130 dB. Bel der Hundfunkibertrapone be:

triigt die Dynatnik des vean Lautsprecher abgestrahlen Schalls etwa nour
H) dB5. Beim Fetnsprochen ist der UImbang der Devnamik etwn 30 ik

20.5. Schallsender

Jeder Korper, dit in dar Lag i5t, die thin mogebende Taft oder sinen gn-
deren Korper in Sclywinguneen zu verselzen, st éin Schallsender, Fiir un-
sere Sprache wird der Schallsender durch dic Stimmbinder, die sich i r|{,.]l|_
kopf befinden wid durels die nus dér Lunpe herusstromends f.nrl. in :—- hwin-
gungen versetzt werden, dargestellt. Tiir kiinstliche Schallsender verwen ciet
man Membranen. Sic bostehen nossehr dithnilichlzen Rarpern, dieinfolgesiner
Envrgicumwandiung in Schwingungen gebracht werden. Ths .'-.[-'|:||I|.'-'.|.~.-.-. hiwin-
gung fibertrdgt sich anf die dic Memibran umgeliende 1

it und piianzt sich

ithr '|‘--'.'.I|I!" fort. The bekanntesten Schollsender-sind di [_ui:llh]'lr4=r]|.|_-r Inrj:;
f_'.i‘rllllll.'rrr. i der Musik- und der Spruchiibortrageng dienen, Aber nuch
sironett, Avtohupen, Wecker und Schisirren sind viel verwendoto aehall-
gepder. Fiit jede Fernspm hverbinidung woerden  Femnhirer verwendet
sie habon die Aufgabie, die inkommende elektrisch Energic in Schallenergie
urmzu{ormen - o

20.6. Schallempfiinger

Dier belmmmieste und wichtigste S Lhallempfinges ist das Gehor, Voo (hm wep-
den die ankommenden Schollwolles anfgenommen und fiber |l::-'- '-‘\.'r-n':'u-
S.ystcm in Horempfindungen und Simmniess orsteliungen um ﬂr(:wan.de.lt-Kl'.ins(:—
liche Schallempfinger sind alle Vorri htungen, die die al?ftrc{‘fende; Schall-

energie an. eing andore Epergicform wowandeln, Auch fir den S lua Il

lang sind dinnfichige Membranen put geeioact. wall Ee 30 Liftcdruck-
schwimnkoungen des Schalls mig ;

. shchat wnderstandsarm mitrhachen  sollen:
Im Mikrofon, dem wichtigsten kiinstlichen S hallempiiingor, werden die anf-
treflonden Schallwellen in elelotrische Fi e g
sum Soha

. : gie umgewandelt, die dann his
lzotder des Emplangatrtes weitergeleitet wind
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20.7. Schallaufzeichnung

Schallwellen kénnen aulgezeichnet oder gespeichert werden, wobel der zeit-
liche Schwingungsvorgang entweder mechanisch in den Rillen ciner Schall-
platte, optisch auf dem Filmstreifen des Tonfllms oder magnetisch aut Stahl-
driihten sowie eisenhaltigen oder ferromagnetischen Bandern festgehalten
wird. Die erstarrte Form des Schalls ist jederzeit wieder in die vrsprimg-
liche Gestalt der Schallwellen nmwandelbar, Schallanfzeichnungsgeriite, die
an die AnschiluBleitung von Iernsprechapparaten angeschaltet werden kon-
nen, gewinnen immer mehr an Bedeutung Die Anschaltung von Schailanl-
zeichnungsgeridten an das Sffentliche Fernsprechnetz ist jedoch genchmi-

gungspliichtig.

Physikalische GroBlen des Schalls

. Formel- Einheit } X
Begriff zeichen | Benennung | Kurzzeichen L el Ein
s m
Schallgeschwin- c Meter pro m/s £=— =
digleeit Sckunde ‘ 8
2
Wellenlinge A Meter m A= T m
1
I'requenz / Hertz Hz f= = Hz
i i
Schalldruck bl I’ascal Pa D= 7 Pa
. P
Schalldruck- Ly Dezibel dB Lp =20-1g— dB
pegel Po
Ubungsaufgaben:

695, Rechnen Sie die Schallgeschwindigkeit von ¢ == 340 m/fs in die GroBen-
ordnung km/h um,

696, Das Echo ciner Schallwelle wird nach ¢ = 2 s nuch dem Aussenden
des Schalls wahrgenommen, Wie weit st die Reflexionswand von der
Schallguelle entlernt ?

697. Von cinem Echolot wird die Ausbreitungsdauer der Schallwelle zwi-
schen dem Schiffstumpt und dem Meeresboden zu £ = 30 ms gemessen.
Wie tief ist das Fahrwasser, in dem sich das Schiif befindet ?

603, Zm Fernhorer wird it einem Wechselstrom von f = 300 Hz ervegt
Wie grofi sind die Periodendauer und die Wellenlinge der ausge-
strahlten Schallwelle ?
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Ubungsaufgaben:
[EA0Y) DU, Ildehstwert der aul cine Milagolowmembrane von 4 aut-
treflendon Schalbwelle betragt /72 2,2 uNLWiIe ool ist der Schall-

drnele, mit dem die Membrane betitigl wird 7

A0 i Fernharer gibt eine Schallwelle il einent Schalldick  von
/.> O mPa abe Wie grolsist der Schalldruckpegel e ansgestralilten
schallwelle 2

il Fane Tromypete strahlt cinen Schalldruck von g 200 1 Paab, Wi
sroli st dor Schalldruckpegel 7

ganL) l-,Em- Sirene heult nut einem schalidruckpegel von Lpo o= 100 di3 aul
Welchenr Schalldruck entspricht dieser schalldruckpegel ¢
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21. Optik

21.1. Lichtquellen und Lichtausbreitung

Mit licht Dbezeichnet man alle physikalischen LErscheinungen, die wir mit
unserem Auge walhrnehmen kdnnen. Korper, von denen cin solcher Licht-
reiz ausgeilbt wird, nennt man Lichtquellen, Das Licht breitet sich von den
Liclhtquellen geradlinig und strahlenformig nach allen Seiten hin in den Raum
aus, Treffen die Lichtstrahlen auf feste Korper, dann werden sie von diesen
zuriickgeworfen, man sagt, das Licht wird reflektiertl), Frst durch die Re-
flexion der Lichtstrahien durch die beleuchteten IKérper werden diese fir uns
sichtbar, Lichistrahlen, die nicht in unser Auge treffen, sind fur uns unsicht-
bar.

Lichtquellen sind selbstleuchtende Korper, von dencn Lichtstrahlen aus-
gehen.

Lichtstrahlen sind elektromagnetische Wellen. Sie breiten sich mit der Licht-
geschwindigleit von ¢ «= 300000 lans in den freien Raum aus, Die Wellen-
linge des Lichts betrdgt 400 nm bis 800 nm?); elektromagnetische Wellen
von dieser Wellenldnge werden von uns als Licht wahrgenommen. Der Wel-
lenlangenbercich des Lichts entspricht cinem Irequenzbereich von 750 THz
bis 375 THz3),

Beispicl:

Die Entfernung zwischen Sonne und Lrde betrigt 150 Millionen IKilometer. In
welcher Zeit gelangt das von der Sonne ausgestralite Licht zur Iirde?

Gegeben: s = 150 - 10° kin; ¢ = 300000km s
Gesucht: I

L)
Loésung: » = e umstellen nach ¢!
s 130 - 10® km 150 - 104s 1500 s
= = = ———— = = 5008
v 300000 km/s 3 - 108 3
500

[ = — = 8,33 min
60

Das Sonncnlicht gelangt in { = 8,33 min zur Erde.

(Eine Zusammenstellung der lichttechnischen GréBen finden Sie am Schinll
dieses Abschmttes).

1y reficktieren == zuriickstrahlen, spiegeln
%) 800 nm == 800 Nanometer = 800 - 10~ m == 0,00000080C¢
3 375 THz == 375 Terahertz = 375 : 101 Hz = 375000000000000 Hz
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Die eleltromagnetischen Wellen sind nach iliren Wellenlidngen in verschie-
dene Anwendungsberciche cingeteilt worden:

E
&y (5]
¥ i i (= P - . r ¥
P2 | BEg (B3| RS §s 3 E
s P | F5 225 5| 3 E E 3
I T H | F 55 Eom E - = %
] A
ot p'? g e ot X o] r i o o' m
Abb. 21.1 — Elektromagnetische Wellen und Wellenlingen
Imherhalb des WellenBingenlereichs des sichibiren Tidhts entspricht jede
Wellenlange eitier hestimmten Farbe, Ein Lichtatrahl mit dar Wellenlinee
v N o 750 Tlz vrscheint uns als vidlettes Licht; botriet die Wellen-

lange eines Lichtstrahls S00nm = 375 THz, dann vermittelt or uns den Ein-
druck des roten Lichts,

Die Farbe des Lichts ist von der Wellenlinge bzw. von der Frequenz des Licht-
strahls abhiangig.

3 £ | kn |
a =] 3 s [
= I =} B
: = [ B | £ | I
Falp) £ EO0 nan &nn mrm

Abb. 21.2 — Wellenlinge und Lichtfarbe

Die im Licht enthallenen Farben bilden das sichtbare Tarbspelktruml) des
Tichts, Eine Mischung sdamtlicher Farben des sichitbaren Liclits ergibt weilles
Licht. Umgekehrt kann das Licht mit Hilfe von Prismen?) oder Wasser-
tropfen {Ikegenbogen) in die verschicdenen Spektrallarhen zerlegt werden
Sechs Spektrallarben des Lichts werden namentlich hervorgehoben :

Rot, Orange, Gelb, Griin, Blau und Violett.

Wir kénnen jedoch picht nur die sechs Spektralhauptfarben, sondern ins-
gesumt cbwa 140 verschicdene Tarbtine unterscheiden

1) Spektrum = c¢in durch Tiehtzerlegung entstchendes farbiges 13and
%) Prisma = Lichtstrahicnbrecher
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Beispiel:

Lin Lichtstrahl hat die Frequenz von 500 THz. Wie grol ist dic Wellenlinge des
Lichtstrahls und welchen Farbton weist er auf?

Gegeben: f = 500 THz; ¢ == 300000 km/s

Gesucht: A; IFarbton

AN Jem s A0

Losung: |\ « 1072 = GO - 105 km

;. SO0 « 100 1 i Fll.i'l.'
A = 0600-10°m = 600 nm

Die Wellenldnge des Lichtstrahls betrigt A = 600 nm; der Farbton ist gelbjorange.

21.2. Reflexion

Irallen Lichtstrahlen auf cinen Gegenstand, dann wird das Licht von dem
Gegenstand zuriickgeworfen; man sagt, das Licht wird refeletiert, Helle
Gegenstande reflektieren das Licht scehr starls, dunkle Korper dagegen weni-
ger. Die Oberflichen von Flissigkeiten weisen cine besonders groflie Refle-
xion auf. Qberfldchen, die das Licht sehr starlk refleleticren, heillen Spiegel.
Im allgemeinen bestehen Spiegel aus policrten Glasfliichen, die auf der Rick-
seite mit einer diinnen Silberschicht belegt sind

21.2.1. Reflexion am ebenen Spiegel

Ein cbener Spiegel 15t em Korper, von dem dic auftreffenden Lichtstrahlen
fast volligwiceder zuriickgeworfen werden. Dem Betrachter erscheint hinter der
Spiegelebene ein optisches Abbild des vor dem Spicgel befindlichen Gegen-
standes, das symmetrisch zur Spicgelebene liegt

Fiir die Ermittlung der Lage des optischen Spiegelbildes hinter dem Spregel
gilt das Reflexionsgesctz. [Ticrnach werden die auf eine Fliche auftreffenden
Lichtstrahlen so zuruckgeworfen, dafl der auftreffende Stralil und der reflel-
tierte Strahl mit dem Einfallslot gleich grofe Winleel bilden.
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Das Reflexionsgesetz lautet:

Bei der ReBexion von Lichtstrahlen ist der Einfallswinkel gleich dem
Ausfallswinkel.

Jeder leuchtende 1'unkt vor einer
Spiegelebene sendet Lichtstrahlen
aus, die nach der Reflexion an der
Spiegelfliche ins Auge des Betrach-
ters treffen. Der 13etrachter sucht
den Ursprung des ankommenden
Lichtstrahls in der geradlinigen spie-
gelriickwiirtigen Verlingerung und
sieht so den Leuchtpunkt hinter
der Spicgelebene licgen. Die Lage
des optischen Abbildes hinter dem
Spiegel laft sich mit Tlilfe des Re-
flexionsgesctzes ermitteln.

21.3 — Refexionsgesetz

In der Abbildung 21.4 befindet sich der Gegenstand G vor dem Spiegel. Von
diesem Gegenstland soll die Lage der Levchtpunkte a und b des Spiegelbildes
ernmittelt werden, wenn das Spiegelbild vom Betrachtungspunkt B aus be-
trachtet wird.

Die von den CGegenstandspunleten a und b ausgehenden Lichtstrahlen werden
in der Spiegelebene derart gebrochen und zum Betrachtungspunlt geleitet,
daB der Einfallswinkel gleich dem Ausfallswinlkel ist, Die Abstande zwischen
dem Gegenstand und dem Spiegel sowie zwischen dem Spiegelbild und der
Spicgelfliche sind stets gleich groll. Der Schnittpunlt, der sich aus der Waage-
rechten und der Verldngerung der Lichtstrahlen zwischen dem Betrachtungs-
punkt und dem Spiegel ergibt, zeigt die Lage des jewciligen Leuchtpunktes
des Spiegelbildes an.

- B
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;‘___,:f el
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-
P
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r#-_’__ e | ) b
| ¢ ] o\ G
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Abb. 21.4 — Reflexion am ebenen Spiegel

— 276 —

21.2.2. Reflexion am Hohlspiegel

Der Hohlspiegel ist ein Teil ciner inneren Kugelfliche, Treffen parallelverlau-
fende Lichtstrahlen in cinen Hohlspiegel, dann werden sie so reflckticrt, da
die refleltierten Lichtstrahlen alle in ¢inem Punkt zusammcentreffen. Dieser
Punkt wird als Brennpunkt des IHohlspiegels bezeichnet. Der Abstand des
Brennpunktes von der Hehlspicgelflache ist von dem Kriitmmungsradius des
Hohlspicgels abhangig; man bezcichnet dicsen Abstand als Brennweite des
Holilspiegels.

Wird bei cinem ITohlspicgel eine punkiftrmige Lichiquelle genan in den
Brennpunkt gehalten, dann haben die von dem Hohlspiegel zuriickgewor-
fenen Lichtsirahlen alle einen parallelen Verlauf. Diese Eigenschaft des Hohl-
spicgels macht man sich vor allem bei Scheiwerfern zur Bimdelung der Licht-
strahlen zunutze.

LEin Hohlspiegel, der durclh die Drehung einer Parabel') um ilire Achse
entsteht, heiBt Tarabolspicgel, [n dieser Form hat der TTeohlsplegel zur Bin-
delung des Tichts, aber auch zur Bindelung von Tunlwellen, cine groBe
praktische Bedeatung.

In der AbbL. 21.5 ist dic Wirkungsweise

= cines Parabolspicgelscheinwerfers darge-

stellt. Im Brennpunlkt 13 befindet sich

- cine punktlormige Lichtquelle. Die von
E—— der Lichiquelle ausgesendeten  Licht-

strahlen werden im Parabolspiegel re-
flektiert und parallebverlaufend zoriick-
geworfen., Hierdurch erhiilt man einen
stark gebiindelten, nach vorn gerichteten
Lichtstrahl.

Lichistrahlen 21.5 — Parabolspiegel

21.3. Lichtbrechung

Die Richtung eines Lichtstrahles kann nicht nur mit Hilfe eines Spiegels
verandert werden. Trifft ein Lichtstrahl schriag auf die Grenzfliche zwischen
zwei verschiedenen durchsichtigen Stoffen, z. B, Luft und Wasser, dann 4n-
dert er seine IRichtung; man sagt, der Lichtstrahl wird gebrochen. Die
Grafe der Lichtbrechung ist abhangig von dem Einfaliswinke! des cintref-
fenden Lichtstrahls und der Art des Stoffes, in den der Strahl iibergeht.

1) Parabel = Kegelschnitthurve
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In nachstehender Tabelle sind die verschiedenen Brechungswinkel fiir den
Lichtiibergang von Luft in Wasser bzw. Luft in Glas au [gefiithrt

Lichtbrechung beim Ubergang
von Luft in Wasser in Glas
Einfallswinkel Brechungswinkel
afgrd Bigrd
0° o° 0°
20° 14,57 13,0°
40° 28,8° 25 4°
GO° 40,5° 35,3°
80° 47,6° 41,0°
90° 43,6° 41,3°
Beispiel:
Ein Lichtstrahl ©ifil mit cinem i
Linfallswinkel von o == 60° auf -
dic Wasscrobertlache eines Was- i
serbehiilters. [<in Teil dieses Licht- 3
strahfes wird mit dem Auslalls- Vo
winkel o = 60° rellektiert. Ter =
gribte Teil des Lichistraliles dringt —= —
jedoch In dic Wasscrober(léiche cin & '
und  wird lier gebrochen, Der =
Brechungswinkel, derzwischen dem = o
Lichtstrahl und dem Tinfallslot = —
liegt, betrigt § = 40,5° (ADb, 21.6) = i
Abb. 21.6 — Lichtbrechung
Durch diec Lichtbrechung sind Betrachtungspunkt
Gegenstinde, die sich im Was- i
ser befinden und von der T.uft
aus Dbetrachiet werden, nichtan | 2" H
ihrem tatsichlichen Ort, sundern L
in einer gehobenen lage sicht-
bar. Auch cin Léffel, der schriag oo =/Z =218 )
ins Wasser getaucht wird, er-
scheint uns an der Oberfliche
geknicki zu sein. PR
In der Abb. 21.7 sind das op- Abb. 21.7 — Lichtbrechung

tische Bild sowic der tatsich-
liche Ort eines im Wasser befindlichen Gegenstandes dargestellt
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Fallen dic Lichtstrahlen jedoch durch eine Fensterscheibe, dann bleibt thre
Richtung unverdndert; sie werden lediglich ein wenig parallelverschoben.
Der Grund hierfiir hegt darin, dald die Lichtstrahlen beim Glasdurchgang
zweimal gebrochen werden, und zwar cinmal beim Eintritt in das Glas und
das zweite Aal beim Austritt aus dem Glas, wenn sie in <lie Laft wieder zu-

riickkehren

21.4. Optische Linsen

Oplische Linscen sind durchsichtige IKérper, die auf ciner oder auf beiden
Seiten meist kugelldrmig gewolbte Oberflichen haben. In der Regel werden
optische Linsen aus reinem Glas hergestellt; fiir besondere Zwecke stellt man
sie jedoch auch aus Steinsalz oder Quary her.

Sind die Linsenkorper in der Mitte dicker als an ilhirem Rand, dann nenut man
sic konvexel) Linsen, Dicse Linsenart hat die Ligenschaft, Lichtstrahlen zu
sammeln; sie heillen daher anch Sammellinsen, Das uns allen bekannte Brenn-
glas ist z. [3, cine Sammellinse. Sind die Linsenkarper in dev Mitte danuer als
an threm Aullenramd, dann sind es konkave?) Linsen. 1durch dicse Linsenart
werden  eintreffende  Lichtstrahlen  zerstreut; sie  heiflen daher auch
Zerstreuungslingen,

21.4.1. Sammellinse

Treffen parallelverlaufende Lichtstrahlen aul eine Sammellinse, dann werden
sic beim Durchgang durch den Linsenkirper zweimal derart gebrochen,
dali sic auf der anderen Linsenscite in einem Punkt zusammentrelfen.,

LCAsTrover] F = Bronnpynkd
— 4

—
—_—

— o S

e ==

Abb. 21.8 — Sammellinse

B konvex = erhaben, nach aullen gewolbt
2} konkav = hohl, nach mnnen gewslbt
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Drer Punlkt, in dem plle Lichtstrahlen pesamimelt woitden, 1st der Brenn-
punkt der Sammellinge. Dor Abstand zwischen dor 1 insenicarpormitte wnd
dem Brennpunkt ist die Brennwelte. Dio Grofle der Brennweite st von der
Stdrke und vom Wélbungsradius der Sammellinse abhingig.

Jede Sammellinge hat awei Hrennpunite, die aud beiden Seiton dor Lins it
glejvhem Brenmweltennbstan:d liegen, Dies lann mon Ieicht-selbst beobiacl-
ten, mndem muan eln Brennglas umdreht and dabei die gleiche Wirkung wie
vorher im DBrentipunkt feststellt.

7o S . 3 -
Wir wollen nun den Strahlengang ciner Sammellinse umlkehren. Vo Brenn-
punkt sus sollen die Lichtstrahien aufl eine Sammellines treffen und Vi
dieser pebrochen wordets, Welther Strahlenvesliul crgitht sich mom ool der
anderen Linsenseite ;

f=Brennweite

Lichtstrahien
o< ———
L=Punkformge )
Lichtguelle — —
1m Brennpunkt

Abb. 21.9 — Sammellinse

In der Abb, 21.2 kionen wir or keennern, dal sich » Wirkong von Sammellin-
sefl umbkehren [ THe vom Brennponkt  strahlenfrmis aisgel ok
Lichtstruhlen werden in der Sommellinse so gobrowhen, datl sie auf der

anderen Linsenseite paralle] weiterlanfen. Weicht dis Lapge der Lichtquelle

von der Lage des Brennpunktes ab, dann verlaufen die i htstrohlen aof
der anderen Linsenseite nicht mehr parallel. Bei geringerem Brennweitet-
abstand werden die Lichtstrohien gestrout: sie gpelen auseinander, Ist der
Abstand der Lichtquelle grifier als dis Brennweite, dann werddn die Ticht-
strahlen gesammelt. Wir kennen diesen Vorgang von einem Bildwerfer,
bei dem das wicdergegebene Bild immer dann unscharf ist, wenn der Licht-

quellenabstand nicht richtig cingestellt worden ist

Wir wollen nns nun iiberlegen, wie das von ofnem Bildwerfer wiedergegebene
Id aul eine '4.| v ted | te ||.l snwand entstelit. Hierzu miissen wir wissen,
chity Lichtstrahlen, de dorch die Linsenmitte verlaufen, von der Linse nicht
gebrochen werden. Dies ist auoch aus den Abb, 21 8 und 21.9 ersichtlich.
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Abb. 21.10 — Optisches Bild einer Saminellinse

Derin der Abb, 21,10 linksseitig befindliche Gegenstand & (brennende Nerze)
soll mit Hilfe der Sammellinse rechisseitig als optisches Bild 13 vergroGert
abgebildet werden. Der Gegenstand befindet sich aulerhallb der Brennweite f.

Nach dem Lichtstrahlenverlauf ist das Dreicck CDM dem Dreicck INEIM
dhnlich, d.h., thre Seitenliingen sind verhiltnisgleich, Das gleiche gilt auch 1ir
die Dreleclie EMIET und IKHT. Hiecraus ergeben sich folgende Verhiltnis-

gleichungen:
13 b Die Bildhdhe verhilt sich zuder Gegenstandshohe
e g wic der Bildabstand zum Gegenstandsabstand.
B / Bildhohe und Gegenstandshéhe verhalten sich
— = — wie der Gegenstands-Brennweitenabstand  zur

T -
4 Brennweite.
b f # Bildabstand und Gegenstandsabstand verhalten
= sich wic der Gegenstands-Brennweitenabstand

e I zur Brennweite.

Die letzte Verhiiltnisgleichung wird umgestellt:
bof=g-b—fl=g-b—ygf

Wenn wir simtliche Produlkte dieser Gleichung durch den gemcinsanmcn
Hauptnenner b+ g - f teilen und die Gleichung entsprechend umformen,
dann ergibt sich daraus die¢ Linsengleichung:
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In Worten ausgedrickt lautetdie Linsengleichung:

Der umgekehrte Wert der Brennweite ciner Sammellinse ist die
Summe der umgekehrten Werte von Gegenstands- und Bildabstand,

Man verwendet die Linsengleichung zur Berechnung des Abbildungsmal-
stabes, der Bildhéhe oder der Brennweite der verwendeten Sammellinse, Der
Abbildungsmalstaly ist dabei das Verhdlinis der Bildhohe zur Gegenstands-
héhe,

Beispiel:
Von der Sammellinss e s f 18 dm, die Ce
pemtandshtilie G LA 1B 6 g a) Wie
grnd st der Bildalse grmulstab F oo Welcha
Hithe hat da apitis
Gegeben: { = 13,0 cmy; g = 18,6 cin; G == 36
Gesucht: Dby AL TH
B 1 1 1
Lésung: - = mustellen naei b!
1 v 5}
g - 0 18,6 em - 15,0 cm
I S — T ———— = == 500 cm
g — 18,6 e ——= 18,0 em 0,0 ¢
B b S6UF fm
A e - = — <30 21
f 4 18,6 em
B =G A =36mm-30 = 108¢ mm = 1,08 m
e geanohten Geolen bitragen : Tadabaland goischen dem Projekiorond der Lein-
I 500 m, Abbililunesmallstal A A0 1 nndd die Hildhiohe I3 1,08 m

21.4.2. Zerstreuungslinse

Treffen parallelverlaufende Lichtstrahlen auf eine Zerstreuungslinse, dann
werden ste beim Durchgang durch den Linsenkorper derart gebrochen, dal
sie auf der anderen Seite auscinandergchen; die Lichtstrahlen werden zer-
streut. Denkt man sich die Streulinien riickwirtig verlingert, dann schnei-
den sich die Verld

perufgsliniem alle in/einem Pankt, THes st der (scheinbore)

HI‘L‘]II‘.I!JLIHid dier Zerstr euungslinsen, Der Abstaned swischen der Lingen -
permitte und dem Brennpunlkt ist die Brennweite der Linse. Dic Grofe der
Brennweite und damit die Grille der Zerstrenungswinkel ist von der Stirke
und dem Woélbungsradius der Zerstrenungslinse abhingig
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- Die Zerstreuungslinse wird als Kin-
zellinse nahezu uberhaupt nicht ver-
- wendet, so dal thre praltische Be-

Lichtstrahien 5 5 .
deutung geringer ist als die der

- Sammellinse. Ber Linsenkombina-
tionen, fiir die Sammellinsen und
Zerstreuungslinsen  zu cloer  IKin-
heit  zosammengesetzt werden,

- — komml auch der Zerstreuungslinse
= e groffere Bedeutung  zuo Die ver-
T schicdenartigsten  Linsenlcombina-
L e In il F e fionen sind in fast allen optischen
: Gerdten wie z I3 Fotoapparaten,
= DBildwerfern und Filmvorfiihrungs-

Abb. 21.11 — Zerstreuungslinse geriiten cingebaut

21.5. Physikalische Gréfien des Lichts

Wenn wir die Helliglkeit unserer Umgebung bestimmen wollen, dann sind un-
sere Augen nur sehr wenig daza gecignet. Der Grund fiir diese Unzuliinglich-
Leit liegt darin, dafy wir die Gesamthelligheit vor z. B3 6 Kerzen von der von
5 Ierzen kaum zu unterscheiden vermogen. Alinlich wie unser Gelidr gegen-
iiber der Lautstiirke schr unempfindlich ist, so ist unser Auge gegen gerin-
gere Helligheitsschwankungen nahesu unempfindlich. Zur Hellighetsmessung
bedienen wir yns daher eines Fotometers {(Fotometer werden z. Be als Te-
lichtungsmesser fiir die Bestimmuag der Belichtungsdauer bemm Fotogra-
fieren verwendat).

Aber welche Werte werden eigentlich mit cinem Belichtungsmesser, dessen
Skaula doch in Zeit- und Blendwerten geeicht ist, gemessen ? Unt diese Fra-
ge beantworten zu konnen, missen wir die GrundgroBen des Tichts ndher
kennenlernen

21.5.1. Lichtstirke

Die Grundgroide des Lichts ist die Lichtstirke, dic cine Lichtquelle aufweist
Dic international festgelegte Einhert fiir die Lichtstarke ist das Candelal),
Eine gewdhnliche Stearinkerze hat ungefihr die Lichtstirke von einem Can-
dela. Stellen wir beispiclswelse drei ISerzen zusammen, dann haben die drei
Kerzen eine Gesamtlichtstiarke von drei Candela.

Wic alle anderen physikalischen Grundgrilen setzen sich auch die Grofien
des Lichts jeweils aus dem Begriff, dem Formelzeichen und der Einheit
zusalnmen,

1) Candela (gesprochen: kandela) == Wachsschnur, Kerze
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Einheid

| Begrift ‘ Formelzeichen

Benennung | Kurzzrichen }

J Canduoly il |

[ Lichtetirke ‘ I

21.5.2. Lichtstrom

Jede Lichtquelle gibt Lichtleistung aly. Dic ganze von einer Lichtquelle
nach allen Richtungen hin ausgestrahlte Lichtleistunyg ist der Lichtstrom,
dessen Linheit das Lumenl) ist.

Begriil Formelzeichen Finheit
Bonennung | Kureseichen
‘ Lachtstrom 1 2 l Lomen Lrn |
Groflengleichung
@ - Lichtstrom in lm
‘ f=Frgr ] 4« = Rechenfaktor, Einheit 1

I = Lichtstirke in cd

Der Lichtstrom ist das Produkt aus 4 - 7 und der Lichtstirke.

Beispiel:

Eine Glithlampe von 220 V/40 W hat eine Lichtstirke von etwa 30 cd. Wie
stark ist der von ihr ansgehende Lichtstrom ?

Gegeben: I = 30 cd
Gesucht: &
Losung: @ =4 - o - T =4-3,14 - 30 ¢d = 377 Im

Der von einer 220 V{40 W ausgchende Lichtstrom betrigt & = 377 Im

Nachstchend sind die Lichtstdrke und der Lichtstrom gebrduchlicher Licht-
quellen zusammengestellt:

1 Lumen = Licht
%) @ = griechischer Buchstabe groB§ Phi
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Lichtstirke Lichtstrom
Lichtquelle od Im
Gluhlampe 220 V/40 W 30 400
Glithlampe 220 V/100 W 110 1380
Kohlefadenlampe 10 125
Leuchtstofflampe 220 V{40 W 185 2300
Autoscheinwerfer, abgeblendet 25 320
Antoscheinwerfer, volles Licht 60 750
Leuchtfeuer fiir Schiffahrt 500000 6300000
Leuchtfeuer fiir Luftfahrt 1030000 12500000

21.5.3. Lichtmenge

Jede Lichtquelle gibt den Lichtstrom wihrend ciner bestimmten Betriebs-
dauer ab. Das Produkt aus dem Lichtstrom und der Betrichsdauer ist die

Lichtmenge.

Begrift

Formeleeichen

Einheit

Benenmung

Kurzzeichen \

Lichbmenge ‘ {1

Grofengleichung

|:.l [ 1 BRI
Einheitengleichung
Imh = 1m -h

Beispiel:

TLine Stearinkerze hat die Lichtstirke von I = 1 cd; ihre Gesamtbrenndauer

.

\ Lumenstunde

Lichtstrom in Im

Zeit in h

Lichtmenge in lmh

lmh

betrdgt ¢+ = 4 h. Wie groB ist die von ihr abzugebendo Lichtmenge ?

Gegeben: [ =1lcd; ¢ =4h
Gesucht: ()
Losung: @ = 4+ = - T =4-314-1 = 12561m

Q=

@ ¢ = 12,56 Im + 4 h = 50,24 Imh

Die abzugebende Lichtmenge der Kerze betrigt O = 50,24 Imh.
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21.5.4. Beleuchtungsstirke

Die GréBe, durch die dic Helligkeit von beleuchteten Flichen bestimmt wird
ist die Beleuchtungsstirke. Eine beleuchtete Fliche, z. B. Strafle, ’l‘ischplattt;
usw., erscheint uns um so heller, je mehr Lichtstrom auf eine Flicheneinheit
fallt. Die Belenchtungsstarke ist daher der Quotient aus dem Gesamtlicht-
strom und der davon beleuchteten Fliche.

' Yegriff Formelzeichen Einheit

‘ Benennung | Rurzreichen

Belejch brimos- K3 It %
atilrke

Groliengleichung

@ & = Lichtstrom in lm
E J A = Fliche in m2
£ = DBeleuchtungsstirke in Ix
Einheitengleichung
i
Ix = _m
m?

Ein Lux ist dann vorhanden, wenn ein Lichtstrom von 1 lm auf eine
Fliche von 1 m? cinstrahlt.

Entlemunye von der
el sowit 1t dom Neigungswinkel ' der oliofallenden Lichtstrahlen
ab. Die Beleuchtungsstirke ist die LichigréBe, dic mit einem Belichtungs-

messer gemessen wird,

IMa Baleochtungsstarke nimmt oot dem Cundrat der

Al iler

v arsengt der Mond cine Bolouohtunegssticike
yom atwtl 02 Ix die Mitta dagepen cine . Beleuchtunmsstisks von -!-.-...|
5300 Iy fim Winter ol b wirgar oo bis gy Y000 Ix
Forowiderstande werdon efner Molmuchtungdschwnnloany von ot il him em
1U0D - 1% pusgesibat; sle verribue alied thren Widerstandéwert nod |i|l.|-".il=-
dortstel i ondstal kives: vorhorigen Wertes., Fotdolomente werdo |||;I
vifier 1 ht sl i zu BOO Ix auseelenochtet und ergoueen daobei |-||||-|;
SpamnnngEwort
'} Lux = Licht
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Beispiel:

Die Schreibfliche cines Schreibtisches soll mit der Beleuchtungsstirke von
E = 500 Ix ausgeleuchtet werden; ihre Fldche betragt 4 = 2,60 m% Welcher
Lichtstrom muf auf sie einstrahlen ?

Gegeben: E = 500 Ix; A4 = 2,60 m?
Gesucht: @

@
Lasung: F = v umstellen nach @!

® =FE-A =5001Im - 2,60 m* = 1300 Im
m2

Der auf die Schreibtischfliche einfallende Lichtstrom mull @ = 1300 lm bhetragen.

21.5.5. Leuchtdichte

Bei der Auslenchtung von Rdumen kommt es aber nicht nur auf die zu er-
zielende Helligkeit an. Vielmehr miissen die Lichtquellen so gebaut und an-
gebracht werden, daB sie ein mdglichst blendungsfreies Licht hergeben.

Ein Mal fiir die Blendungsireiheit einer Lichtquelle ist die Leuchtdichte.
Eine Glithlampe hat z. B. eme weit grolere Leuchtdichte als eine Leucht-
stoffrohre, weil bei der Glithlampe die lenchtende Fliche schr klein, dafur
aber um so heller ist.

Begritl Formelzeichen Einheit
Benennung | Kurzzeichen
Leuchtdichte n Candela piro e fm?
Cluadlratmeter
GréBengleichung
I I = Lichtstrom in ed
=— @ = leuchtende Fliche in m?
a
B = Leuchtdichte in cd/m?
Einheitengleichung
cd cd
m? = m?

Die Leuchtdichte ciner Lichtquelle ist also der (Quotient aus der abgege-
benen Lichtstiarke und der leuchtenden Fliche.

Die Leuchtdichte von 1 c¢d/m? ist dann vorhanden, wenn von 1 m?
einer ebenen Leuchtfliche eine Lichtstirke von 1 cd senkrecht ab-
gestrahlt wird.
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Beispiel:
Ihe gesamis Oberfliche einer Leuchistofflampe betrdgt a 24000 em®; dor van ihr
ansrehende Lichistrom (st T = 2300 cd stark. Wie grol ist dis Leuchidichte dec
Leuchtstotirdhre ¢

Gegeben:] a =_2400_cm?; I = 2300 cd

Gesucht: B
1 2300 ed )
Lésung: B = -~ = ————— = 0,96 104 cd/m?® = 9,0 ked/m*

a {24400 + 1074 m? | .

Die Leuchtdichte der Leuchtstolfréhre betrigt B = 9,6 ked/m?.

21.5.6. Lichtausbeute

Bei fast allen kiinstlichen Lichiquellen wird die Lichtenergie aus der elek-
trischen Energie gewonnen, In der Lichtquelle wird jedoch nur ein Teil der
aufgenommenen elektrischen Energie in Licht umgewandelt. Das Verhalt-
nis des abgestrahlten Lichtstroms zur aulgenommenen clektrischen Leistung
wird als Lichtausbeute ciner Lichtquelle bezeichnet, Sie ist ein Mal fir die
Wirtschaltlichkeit einer Lichtquelle, ihre Grofe ist von der Nenuleistung
und der Bauart der Lichtqnelle abhdngig.

Begriil Formelzeichen Einheil
Benennung | Kurssoichen
‘ Lichtausbonte ‘ ?,'li ‘ Lumien pro Whntt T W \
Grofengleichung
p @ = Lichtstrom in lm
L
= P = Nennleistung in W
n = Lichtausbeute in Im/W
Einheitengleichung
Im Im
wow

Nachstehend sind die Werte der Lichtausbeute fiir verschiedene Lichtquellen
zusamimnengestellt:

) g = griechischer Buchstabe Eta
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Lichtausheute
b /W

Lichtguelle

Glithlampe 220 V/40 W 11
Glithlampe 220 V/100 W 14
Leuchtstofflampe 40 W 46
Quecksilberdampilampe 50 W 27
Natriumdampflunpe 45 W 41

Beispiel:

Der Lichtstrom einer Koblefadenlampe fiic 110 V/15 W betrigt @ = 120 I,
Wie groll ist die Lichtausbeute dieser Glithlampe ?

Gegeben: P = 13 W; & —= 120 Im

Gesucht: 7
. @ 120 Im
Lisung: 5 = = ——— = 8,0 1Inj/W
I 15 W

Dic Lichtausbeute der l{ohlefadenlamipe betrigt 5 == 8,0 Im W

21.6. Elektronenoptiken

Um auf dem Leuchtschirm von Eleklronenstrahirdhren scharfe Bilder zu
crhalten, miissen die von der Katode ansgesendeten Llekironen zu einem
Elekironenstrahl geblindelt werden. Die Biindelung von Elektronenstrahlen
Lifit sich mit der Bindelong von Lichtsteablon mittels Glastinsen verplai
chen, jedoch werden bei der Elektronenstralibiindelung  elekirische Lin-
sen verwendet. Die Wirkungsweise elektrischer Linsen beraht aul der Wit-
kung von magnetischen und elektrischen Feldern, dic von diesen Teldern
auf die frei iin Raum beweglichen Elektronen ausgenbt wird

o ! = indirekte Heizung
i o k= Katode, U = OV
e g1 = Steuerelekirode,
“l | Uy =—30 bis—80V
- g2 = Beschleunigungsefek-
| ' 1_1 trode, U3 =+300V
e e S = g1 = 1. Anodenteil,
< Ua=+ T16kV
T §a= Fokussierelektrode,
Uy=+350 VvV
=2, ]
Abb. 21.12 — Elektronenoptik g USA - ‘ffé’f{/‘
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Hinter der Steuerclektrode liegt die Beschleuniguogselelctrode, dis eine positive
wmnung in bezng auf die Katode aufweist. Hiermit lann ghenfalls die Strahl-
erpmstiarke und somit die Helligkeit des Lenchtfleaks | fluldt werden. Zur
Huuptheschicunigung dient aber dic Aucde, an der eine | ive Spannung von
mehreren tausend Volt hegt

1, well - die  glelch-
Zur Stralifenbiin

el ers

il wiirde von sich nns
namig negany g ey Elokironen sich gegenseiiilg o
delung diznt die Folusa n der eine von i
chende Spanmmny 1 eny Elalctroden, inider ab-
ich elektrische Lingon, d s As-
amwirloan. Die Stirke der Eleltronen

Jeder' Elektronanstis

trode abwial

wielchends
eitiunderstreben des Klektrononstrahls ant
gtrahlbindelung und damit die Scliirfe des Lonchitilecks uwul dem Bildsohirm kann
an der Fokugssiereloktrode eingestellt woardon

mit Hille dur Spanounpawerts

Dic Llektroncnoptik wird ber allen Elektronenstrahlréhren (Oszilloskep3)
und Fernsehbildrohren) sowie bei Elelktronenmikroskopen verwendet,

1) Wehnelt — deutscher Physiker, 1871—1944
?) I'okus = Brennpunkt, fokussieren = Linsen ausrichten
3) Oszilloskop = Schwingungsanzeiger
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Ubungsaufgaben:
703. Rechnen Sie die Lichtgeschwindigkeit von ¢ = 300000 kin/s in die Gro-

704

705

700.

707.

708,

fienordnung km/h am.

Welche Urequens hat ein Lichtstrahl des gelben Lichis, der eine Wellen-
linge von 600 nm hat ?

Das Lichi cines Leuchtfeuers ist in einer Entfernung von 12 lin sicht-
bar. WelcherZettunterschied besteh L zwischen dem Aulblitzen des Leucht-
feners vnd der Wahrnehmung an Bord des sich nahenden Schiffes ¢

Lin Auloscheinwerler strablt einen Lichtsirom von 750 Im aus. Dicser
Lichtstrom toilt auf eme Maner, nachdem er einen Verlust von 00 v.H.
erlitten hat. Auf der Mauner ist cin Leuchtkrels wil einem Durchimesser
von 2 m sichtbar, Wie groB ist dic Beleuchtungsstirke i Lichtkrels ?

Ein Autoscheinwerfer stralilt einen Lichtstrom von 750 lm aus. Der
Durchmesser cder Scheinwerferscheibe ist 16 cm. Wice groB ist dic Leucht-
dichte cieser Lichiquelle?

Line Leuchtstoflrohre 220 V{40 W strahlt cinen Lichlstrom von 2300 In
aus; cine Ghihlampe 220 V40 W strahlt dagegen nur 400 hm ans. Um
wieviel Prozent ist die Lichtansbeute der Leuchtstotfrohre grofer als
die der Glithlampe, wenn der Lichtstrom der Glahlampe 100 betrigt ?
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22. Tabellen

22.1. Allgemeines

Tabelien sind Zahlentafeln, die cine listenidrmig angeordnete Zusammen-
stellung oder UUbersichi von Zahlenmaterial enthalten, Sie sind heute zur
schnellen Ermittlung bestimmter Zahlenwerte unerlidfilich. Die wichtigsten
Tabellen fiir das Aunfsuchen von Quadratzahlen, Wurzelwerten und Winkel-
funktionen sind aul den folgenden Seiten zusammengestellt worden

Die Zahlen ,,u", die ins Quacdrat crhoben werden sollen, sind in der Zahlen-
tafel von oben naclh unten und fiir einen weiteren Stellenwert von links nach
rechts aulgefiillut, Zahlen, dic hierin nicht enthalten sind, miissen durch
Kommaverschichung verindert werden. Das Komma wird dabei um sovicl
Stellen nach rechts oder Iimls verschioben, bis cine Zahl (Hilfszahl) entsteht,
dic in der Zahlentafel enthalten ist. Um den wirklichen Wert zu crhalten,
ist natiirlich das INomma beim ermittelten Tabellenwert cbeunfalls zu ver-
schichen. Rickt das Konnma bei ,,n' win eine Stelle nach rechts, so mull es
in der ermittelten Quadratzahl ,,n2" um doppeit soviel Stellen, alse um
2 Stellen, nach links verschoben werden,

Beispicle: 0,35% =- 40,32 0,234* = 0053470
63,58 = 4032 0,786 — 00,6178
635,02 = 40 320000 0,01432 = 0,0002045

Soll aus einer Zahl, dic nicht als Quadratzahl in der Tabelle steht, die Wurzel
gezogen werden, so wird ihr Komma um 2 (4, 6 usw) Stellen nach rechts
oder links verschoben, bis cine Hilfszahl entsteht, die in der Tabelle enthalten
ist. Fiir je 2 Steilen Kommaverschiebung verschiebt sich das [Komma beim
Wauarzelwert um 1 Stelle in entgegengesetzter Richtung.

Beispiele: |/'5,198 = 2,28 | = 7,24
S 1980 = 228 i = 0,724
PALE - 7,21 Y OTHIEED = 0,0724

Fiir den Gebrauch der Tabellen mit den Winkelfunktionen sind auf Seite
163 Lrlauterungen gegeben worden
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22.2. Quadrate und Wurzeln

Quadrate von 1,00 — 5,49 und Quadratwurzeln

ol o ! 2 3 4 5 & 7 B g
1,0 L1000 1.020 1,040 1,061 1,082 1,163 1,124 1,145 1,166 1,188
11 L1210 1,232 1,254 1,277 1,300 1,323 1,346 1,369 1,392 1,416
1,2 L440 1464 1,488 1,513 1538 1,563 1,588 1,013 1.638 1.664
1,3 1,690 1,716 1,742 1,769 1,796 1,823 1,850 1,877 1904 1,932
1,c_t LOoi 1088 2016 2,045 2,074 2,103 2,132 2,161 2,190 2,220
15 2230 L2800 2310 2,341 2,372 2,403 2,434 2465 2496 2.528
1,6 =300 EA0E 2624 2657 2,690 2,723 2,756 2,780 2,822 2.856
1,7 2,800 2,924 2958 2,903 3,028 3,063 3,008 3133 3,168 3,204
1,8 3,240 3,276 3,312 3,349 3,386 3,423 3,460 3,407 3,534 3,572
1,9 3,610 3648 3686 3,925 3,764 3,803 3842 3,881 3,920 3,960
2,0 4000 4,040 4,080 4,121 4162 4208 4244 4,285 4,326 4,368
21 4,410 4452 440 4537 4,580 4625 4666 1,700 4,752 4,706
2,2 4,840 4,884 4,028 4973 5018 5,063 5108 5,153 5,198 5.4
2,3 5,200 5,330 5,382 5429 5470 5523 3,570 5,617 5664 5712
2.4 3,760 3,808 5,850 5,905 5,954 6,003 6,052 6,101 6,150 6,200
2,5 6,230 6,300 6,350 6,401 6,452 6,503 6,554 6,605 0,656 6,708
2,6 0,700 6812 6,864 6,917 0,870 7,023 7,076 7,129 7,182 7,236
2,7 7,290 7,344 7,308 7,453 7,508 7,503 7.618 7,673 7,728 7,784
2,8 | 7340 7,896 7,052 8,000 8,000 8,123 8180 8,237 8,204 8,352
2,9 8410 3408 8,526 8,585 8,644 8,703 8,762 8821 8880 8,940
3,0 HOG0 9,000 9,120 9181 9,242 9303 9304 G425 9486 0,548
3.1 D610 9,672 9,734 9,797 0860 9,923 90986 10,05 1011 101%
3, 10,24 10,30 10,37 10,43 10,50 10,36 10,063 10,69 10,76 10,82
33 10,89 10,96 11,02 11,09 11,16 11,22 11,2% 11,36 11,42 1140
3,4 11,56 11,63 11,70 11,76 11,83 11,90 1197 12,04 12,11 12,18
3,5 1225 12,32 12,39 1246 12,53 12,60 12,67 12,74 12,82 12,89
3,6 1296 13,03 13,10 1318 13,25 13,32 13,40 1347 13,54 13,62
37 13,69 13,76 13,84 13,91 13,99 14,06 14,14 14,21 14,29 14,36
3.8 1444 14,52 14,30 1467 14,75 14,82 1490 14,98 15,05 15,13
3,9 1521 15,29 15,37 1544 15,52 1560 1568 1576 1584 15,92
4,0 16,00 16,08 16,16 16,24 106,32 16,40 10,48 16,56 10,65 16,73
4,1 16,81 16,80 1697 17,06 17,14 17,22 17,31 17,39 17,47 1750
4,2 17,04 17,72 1781 17 K9 1798 18,06 18,15 18,23 18,32 18,40
4,3 18,40 18,58 18,66 18,75 18,84 1892 10,01 1910 19,18 19,27
4,4 16,36 19,45 19,54 19,62 1971 19%) 1989 19,98 20,07 20,16
4,5 20,25 20,34 20,43 20,52 20,61 20,70 20,79 20,88 20,98 21,07
4,6 21,16 21,25 21,34 21,44 21,53 21,62 21,72 21,81 21,90 22,00
4,7 22,09 2218 22,28 22,37 2247 22,56 2266 2275 22,85 22,94
4,8 23,04 2314 23,23 23,33 2343 23,52 2362 2372 23,81 23,91
4,9 24,01 24,11 2421 24,30 24,40 24,50 2460 24,70 24,80 24,00
5,0 25000 2510 25,20 25,30 2340 2530 23,50 25,70 25,81 2591
5.1 6,01 26,11 26,21 26,32 2642 26,52 26,63 26,73 26,83 26,94
5.2 ST 27,14 27,23 27,35 27,46 27,56 27,67 27,77 27,88 27,98
5,3 28,09 28,20 28,30 28,41 28,52 28,62 28,73 28,84 28,94 2905
5,4 29,16 29,27 29,38 29,48 29,50 29,70 29,81 29,92 30,03 30,14
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Zall A A 2 | A i K 7 5 0

5,5 30,25 30,36 347 30,58 30,69 30,80 30,91 31,02 31,14 3125
56 | 31,36 31,47 31,58 31,70 31,81 31,92 32,04 32,15 32,26 32,38
5,7 32,49 32,60 3272 32,83 32,95 33,06 33,18 33,20 3341 33,52
58 33,64 33,76 33,87 33,99 34,11 3422 34,34 34,46 3457 34,60
5,9 34,81 34,03 3505 3516 33,28 3540 35,52 35,64 35,76 35,88
6,0 W00 36,12 36,24 36,36 36,48 36,60 36,72 36,84 36,97 37,09
6,1 17,21 37,33 3745 37,38 37,70 37,82 37,95 38,07 38,19 38,32
6,2 IE44 3RS0 38,69 38,81 38,04 39,06 3919 39,31 3044 3956
6.3 A6 3982 3994 40,07 40,20 40,32 40,45 40,58 40,70 40,43
6.4 | 40,96 41,00 41,22 41,34 41,47 41,60 41,73 41,86 41,99 42,12
6,5 | 42,25 42,38 42,51 42,64 42,77 4250 43,03 43,16 43,30 4343
6,6 | 43,56 43,69 43,82 4396 44,09 44,22 44,36 44,49 4462 44,76
6,7 44,80 45,02 45,16 45,29 45,43 45,56 43,70 4583 43,97 46,10
6,8 46,24 46,38 406,51 40,65 46,79 46,92 47,06 47,20 47,33 47,47
6,9 | 47,61 47,75 47,80 48,02 43,16 48,30 48,44 4858 48,72 48,86
70 | 4900 49,14 49,28 4942 49,56 49,70 49,84 4998 50,13 50,27
7.1 50,41 50,55 50,69 50,84 5098 51,12 51,27 51,41 51,55 51,70
7.2 51,84 51,98 52,13 52,27 52,42 52,56 52,71 52,85 33,00 53,14
7.3 53,20 53,44 53,58 53,73 53,88 54,02 54,17 34,32 54,46 3461
7.4 | 54,76 54,01 55,06 55,20 55,35 35,30 35,65 53,80 55,95 56,10
7.5 56,25 56,40 56,55 56,70 56,85 57,00 57,15 37,30 57,46 57,61
7.6 57,76 57,91 5806 58,22 58,37 5852 5868 3583 58098 59,14
7.7 59,29 59,44 59,60 59,75 59,91 60,06 60,22 60,37 60,53 60,68
7.8 60,84 61,00 61,15 61,31 61,47 61,62 61,78 61,94 62,09 62,25
7.0 | 6241 62,57 62,73 62,88 63,04 63,20 63,36 63,52 63,68 63,84
8,0 | 64,00 6416 64,32 6448 64,64 64,80 64,96 6512 65,20 6545
8,1 65,61 65,77 63,93 66,10 66,26 66,42 06,39 66,75 6691 67,08
8,2 67,24 67,40 67,57 67,73 67,90 63,06 6823 68,39 68,56 68,72
8,3 68,89 69,06 69,22 63,39 69,56 69,72 69,890 70,06 70,22 70,39
84 | 70,56 70,73 70,90 71,06 71,23 71,40 71,57 71,74 71,91 72,08
8,5 72,25 7242 72,59 72,76 72,93 73,10 73,27 7344 73,62 73,70
8,6 73,96 74,13 74,30 7448 7465 74,82 7500 7517 7534 7552
8,7 75,69 7586 76,04 76,21 76,39 76,56 76,74 76,91 77,09 77,26
8.8 77,44 7762 77,79 77,97 78,15 78,32 78,50 78,68 78.85 79,03
8,9 79,21 79,39 79,57 79,74 79,92 80,10 80,28 80,40 80,64 80,82
9,0 81,00 81,18 81,36 81,54 81,72 81,90 82,08 82,26 82,45 82,63
8,1 28l 82,99 83,17 83,36 83,54 83,72 83,91 84,00 84,27 84,46
0,2 B404 84,82 8501 83,19 8538 8556 85,75 85,93 86,12 86,30
9,3 56,49 86,68 86,86 87,05 87,24 87,42 87,61 87,80 87,98 88,17
0.4 EN.30 88,55 88,74 8892 89,11 89,30 89,49 8968 89,87 90,06
6.5 90,25 90,44 90,63 90,82 91,01 91,20 91,39 91,58 91,78 91,97
9,6 0216 92,35 92,34 92,74 92,93 53,12 93,32 93,51 93,70 93,90
9.7 G400 94,28 94,48 04,67 94,87 9506 9526 9545 95,65 9584
9.8 06,04 96,24 9543 96,63 96,83 97,02 97,22 97,42 97,61 97,81
9,9 G010 98,21 9841 93,60 98,80 0900 99,20 9940 99,60 99,80
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22.3. Winkelfunktionen

1 ! s r r ’ ts ’
o= asdlllll 0 10 20 30 40 50 60
0 10,0000010,00291 10,00582 | 0,00873 [0,01164 | 0,01454 | 0,01745] 8o
L 10.61745 [0,02036 [ 0,02327 | 0,02618 | 0,02008 | 0,03199 | 0,03490 | 88
2 10,0349010,03781 | 0,04071 [0,04362 | 0,04653 | 0,04943 | 0,05234| 87
3 |0.0523410,05524 1 0,05814 | 0,06105 | 0,06395 | 0,06685 | 0,069076| 86
4 10.0697610,07266 | 0,07556 | 0,07846 | 0,08136 | 0,08426 |0.08716| 83
5 [0,0871610,0900510,09295 | 0,09585 [0,09874 | 0,10164 | 0,10453 84
6 10.1045310.1074210,11031 {0,11320 | 0,11609]0,11898 [0,12187| 83
7 |9.1218710,12476 | 0,12764 [ 0,13053 | 0,13341 | 0,13620 [0,13917| 82
8 |0,1391710,14205|0,14493[0,14781 | 0,15069 | 0,15356 | 0,15643| &1
9 [0.15643]0,15931 016218 |0,16505 | 2,167920,17078 | 0,17365 80
10 [0,1736500,17651 | 0,17937 | 0,18224 [0, 18500 | 0,18795 | 0,19081 79
11 10,19081)0,19366 | 0,19652 [ 0,19937 | 0,20222 | 0,20507 | 0,20791 78
12~ 10,2079110,21076 1 0,21360 | 0,21644 | 0,21928 | 0.22212| 0,22495 | 77
13 10,2249510,2277810,23062 | 0,23345 | 0,23627 | 0,23910 | 0.24192| 76
14 [0.24192 0.24474 [ 0.24756 | 0,25038 | 0,25320]0,25601 | 0.25882 75
15 10,2588210,26163 |0,20443 | 0,26724 [0,27004 | 0,27254 | 0,27564 74
16 10,27564 10,2784310,28123 | 0,28402 | 0,28680 | 0,28059 | 0.29237| 73
17 10.2923710,29515 0,29703 | 0,30071 | 0,30348 | 0,30625 | 0,30002 | 72
18 10,3090210,31178 | 0,31454 | 0,31730 | 0,32006 | 0,32282 | 0,32557 71
19 10,3255710,328320,33106 | 0,33381 | 0,33655 | 0,33929 | 0,34202 70
20 10,3420210,34475 [ 0,34748 [ 0,35021 [ 0,35293 [ 0,35565 | 0,33837 | 69
21 10,358371(,36108 1 0,36379 | 0,36650 | 0,36921 | 0,37191 | 0,37461 68
22 10,37461 10377301 0,37999 | 0,38268 | 0,38537 | 0,38805 | 0,39073 67
23 10,3907310,39341 1 0,39608 | 0,39875 [ 0,40141 | 0,40408 | 0,40674| 66
24 |0,4067410.4093910,41204 [ 0,41469]0,41734 |0 41998 | 0,42262| 65
25 1042262 10,425250,427880,43051 [0,43313 [ 0,43575 | 0,43837| 64
26 10,43837 10,44098 1 0,44350 0,44620 | 0,44880 | 0,45140 | 0,45399]| 63
27 10.4539910,45658 | 0,45917 | 0,46175 | 0,46433 | 0,46690 | 0,46047 | 62
28 10,406047 1 0,47204 | 0,47460 | 0,47716 [0,47971 | 0,48226 | 0.48481 61
29 1048481 10,48735 1 0,48989 | 0,49242]0,49495 | 0,49748 |0 50000 | 60
30 0,5000010,5025210,50503 [ 0,50754 | 0,51004 | 0,51254 | 0,51504 59
31 10,5150410,51753 [0,520020,52250 | 0,52498 | 0,52745 | 052992 58
32 10,5299210,53238 | 0,53484 | 0,53730 [ 0,53975 | 0,54220 | 0. 54464 57
33 10,5446410,54708 |0,54951 | 0,55194 | 0,55436 | 0,55678 [0.55910| 56
34 ]0.55919]0,56160  0,56401 | 0,56641 ] 0,56880 [ 0,57119 057358 | 55
35 10.5735810,57596 [0,57833 [0,58070 [ 0,58307 [ 0,58543 | 0,58770| 54
36 10,3877910,59014 1 0,50248 [ 0,59482 | 0,50716 | 0,50040 | 0,60282| 53
37 10,6018210,6041410,60645 | 0,608760,61107 | 0,01337 [0.61566| 52
38 10,6156610,617950,62024 | 0,62251 [ 0,62479 | 0,62706 [0.62932| 51
39 10,62932]0,63158 | 0,63383 | 0,63608 | 0,63832 | 0,64056 |0.64279| 50
40 10,6427910,64501 [0,64723[0,64045 | 0,65166 | 0,65356 | 0,65606| 49
41 10,65606 [0,63825 | 0,66044 | 0,66262 | 0,66480 | 0.66697 | 0,00913| 48
42 10,6691310,6712910,67344 1 0,67559(0,67773 | 0,67987 |0,68200| 47
43 10,6820010,6841210,68624 | 0,68835 | 0,60046 | 0,69236 | 0.69466| 46
44 |0,69466 | 0,69675 | 0,69883 | 0,70091 | 0,70298 | 0,70505 | 0.70711 45
t ! t 4 ’ ! 4
60 50 40 30 20 10 0 ARt
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0°2545“ 0’ 10 20 30 40" 50 60’
0 1,00000 | 0,99999 0,99998 [ 0,99996 | 0,99993 0,99989 | 0,99985 89
1 0,99985 | 0,99979 0,8997310,99966 | 0,99958 0,99949 | 0,99939 38
2 0,99939(0,95929 | (), 99917 0,89905 | 0,99892 | 0,90878 0,99863 87
3 0,99863 [ 0,99847 | 0,99831 0,99813[0,99795 | 0,99776 (,99736 86
4 0,59756 [ 0,99736 | 0,99714 0,99692 | 0,99668 0,99644 | 0,99619 85
5 0,9%96190,99504 0,99567 | 0,99540 | 0,95511 0,99482 [ 0,99452 84
6 (,95452 | 0,99421 | 0,99390 0,99357 | 0,99324 [ 0,99290 0,99255 83
7 0,99255(0,99219(0,95182 0,99144 [ 0,99106 | 0,99067 0,99027 82
8 0,99027 | 0,98986 0,98944 1 0,98902 [0,98858 0,98814 | 0,98769 B1
9 0,98769(0,u8723 },98676 | 01,98629 | 0,98580 0,98331 | 0,08481 80
10 (0,984381 | 0,98430 0,98378]0,98325(0,98272 0,98218]0,98163 79
11 0,98163(0,98107 | 098050 0,97992 1 0,97934 [ 0,97875 0,97815 78
12 0,97815]0,97754 | 0,976092 0,976300,97566 | 0,97502 0,97437 77
13 0,97437 (0,97371(0,97304 (,b97237(0,97169] 0,97100 0,97030 76
14 0,97030 | 0,96959 0,96887 [0,06815 0,96742 | 0,96667 0,96593 75
13 0,96593|0,96517 0,96440 | 01, 96363 | 0,06285 0,206 0,96126 74
16 0,96126 | 0,96046 0,95064 SRR 10 953790 [ 0,095715 0,95630 73
17 (,9563010,95545 0,95459 | 11,5537 2 0,95254 0,951%5 1 0,95106 72
13 0,95106]0,93015 | 0,04924 (REFHAZ | O, 94740 | 0, 94606 0,94552 71
19 0.94552 [ 0,94457 | 0,94361 (LB4204 | O, 94167 | 0,54 068 (,93669 70
20 (,9396910,9386% | 0,93769 0,93667 | 0,93565 | 0,93462 0,93358 69
21 0,93358 | 0,93253 0,93148|0,93042 (,92935 [ 0,92827 (,92718 68
22 0,92718] 0,926009 0,9249910,02388 | 0,92276 0,921640,92050 67
23 0,92050(0,91936 0,5182210,91706 0,91590 | 0,91472 0,91355 66
24 0,91335]0,91236 0,91116 | 0,90996 | 0,90875 0,90753 | 0,90631 65
25 0,906310,90507 | 0,90383 0,9025910,90133 | 0,90007 0,89879 64
26 0.8987910,89752| 0,89623 (,85493 1 0,89363 [ 0,89232 0,89101 63
27 0,89101 | 0,88968 0,88835]0,88701 | 0,88566 0,88431 | 0,88295 62
28 0,88295] 0,88138 0,880200,87882|0,R7743 0,87603 [ 0,87462 (31
29 0,874620,87321 0.871780,87036 | 0,86892 0,80748 [0,86603 60
30 0,86603 | 0,86457 (,8631010,86163 | 0,86015 0,85866 | 0,85717 59
31 0,85717 [ 0,853670,85416 0,85264(0,85112]0,84959 0,84805 58
32 0,848050,84650 0,84495 [ 0,84339 0,84182 0,84025 0,83867 57
33 0,83867 | 0,83708 (,835490,83389 | 0,83228 0,83066 | 0,82904 56
34 0,82904 | 0,82741 0,82577(0,82413(0,82248 0,82082|0,81915 55
35 0,819150,81748 0,81580]0,81412]0,81242 0,81072] 0,80902 54
36 0,80902 | 0,80730 0,80558(0,80386 | 0,80212 0,80038 | 0,79864 53
37 0,78864 | 0,79688 0,79512]0,79335 0,79158| 0,78980 0,78801 52
38 0,78801 | 0,78622 0,7844210,78261 | 0,78079 0,7789710,77715 51
39 0,77715|0,77531 0,77347]0,77162 ] 0,76977 0,76791 | 0,76604 50
40 0,76604 | 0,76417 0,76229]0,76041 |0,75851 0,75661 | ©,75471 49
41 0,75471|0,75280 0,75088(0,74896 | 0,74703 0,74509 | 1,74314 i
42 0,74314 | 0,74120 0,739240,73728 | 0,73531 0,73333[0,73135 A7
43 0,73135|0,72937 0,727370,72537|0,72337 0,72136 {00 719 344 I
44 0,71934 10,71732 0,7152910,71325|0,71121 0,700160 | i1.70711 1
60° 507 40" 30’ 20’ 1Ty o
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peieem Y [ a7 1w 20 30° 40’ 50' 60’
0 10.0000010,00201 0,0058210,00873 | 0,01164 | 0,01455 [0,01746]  s9
11001746 10,02036 1 0,02328 [ 0,02619 | 0,02910 [ 0,03201 |0.03402| 88
2 0,0349210,0378310,040750,04366 | 0,04658 [0,04940 [0/05241 | 87
3 10.0524110,0553310,03824 1 0,06116 | 0,06403 | 0,06700 [0,00903| 86
4 ]0.0599310,0728510,07578 1 0,07870|0,08163 | 0,08436 | 0.08749| 85
5 |0,0874946,0904210,09335 [ 0,09629|0,09923 [v,10216 |u,10510| 84
6 |0L051610,26805)0,11099 | 0,11394 | 0,11688 | 0,11983 [0.12278| 83
7 |0.1227810,1257410,12869[0,13165 | 0,13461 | 0.13758 [0, 14054 | 82
8 19,1405410,1435110,14648 0,14945 [ 0,15243 | ¢,15540 | 015833 s1
9 |0.1583810,16137]0.16435|0,16734 [0,17033 | 0,17333|0.17633| &0
10 10.1763310,1793310,18233|0,18534 | 0,18835 | 0,19136 [0,19438] 79
11 10,1943810,1074010,20042 10,20345 | 0,20648 | 0,20052 | 0,21256] 78
1z 10,2125610,215600,21864 | 0,22169 | 0,22475 | 0,22781 |0 23087 | 77
13 |6,2305710,2339310,23700 [ 0,24008  0,24316 | 0. 24624 | 0.24033| 76
14 10.2493310,2524210.255520,25862 | 0,26172 [ 0,26483 | ¢.26795 | 75
15 10267951 0,27107 | 0,2741910,27732 | 0,28046 | 0.28300 | 0,28675 | 74
16 10,2867510,28990(0,29305 | 0,29621 | 0,20938 | 0,30255 | 0.30573| 73
17 [0,3057310,3080110,31210 [0,31530 | 0,31850 | 0,32171 |0.32402] 72
18 10,3249200,32814 1 0,33130 | 0,33460 | ¢,33753 | 0,3410% [0 34433 71
19 ]0,5443310.34758 | 0,35085 | 0,35412 | 0,35740 | 0 36068 | 0,36307| 70
20 10,36397 10,36727 [0,37057 | 0,37388 0,37720 | 0,38053 [0,383806| 69
2L 038386 00,38721 0,39055 [ 0,39391 | 0,30727 | 0,40065 | 0,40403 | 68
22 | 040403 10,40741 [0 41051 | 041421 | 0,41763 | 0,42105 | 042427 67
23 |0, 4244710,42791 10,43136 | 0,43481 | 0,43828 | 0,44175 |0 44523 o6
24 10,4452310,44872|0,4522210,45573[0,43924 | 0,46277 |u 46631 | 65
25 0466311046985 1 0,47341 [ 0,4769%8 | 0,48055 | 0,48414 [0,48773| o4
26 (048773 10,4013410,4949510,49838 | 0,50222 [ 0,50587 [ 0,50053] 63
27 1050953 10,513191 0,51688 1 0,52057 | 0,52427 | 0,52795 [ 0,53171| 62
28 10.5317110,5354514,53920 | 0,54296 | 0,54673 |0,55051 | 0.55431| 61
29 |0.5543110.558120,50194 | 0,56577 | 0,56962 | 0,57348 | 0.57735| 60
80 10,5773510,58124 10,58513 10,58905 [ 0,50207 | 0,50601 [0,60086| 59
31 10,6008610,60483 [ 0,60881 10,61280 ) 0,61681 [0,62083 | 0.62487| 58
42 0.6248710,6289210,63299 1 0,63707 | 0,64117 | 0,04528 [0,64041| 57
33 10,6494110.653550,65771 | 0,661589 | 0,66608 [0,67028 | 067451 56
34 |0,6745110,67875 [ 0,68301 | 0,08728 | 0,69157 [0,69558 [, 70021 | 55
35 |0,7002110,70455[0,70891 | 0,71329 | 0,71760 | 0,72211 [ 0,72054 | 54
36 1072654 10,73100 0,73547 [ 0,73696 | 0,74447 | 0,74900 | 0,75355 ] 53
37 10,7535510,7581210,7627210,76733 | 0,77196 | 0,77601 |0,78120] 52
381078129 00,758595 10,79070 | 0,79544 | 0,80020 | 0,80408 | 0,80978 | 51
39 |0.8097810,81461 0,81946 | 0,82434 | 0,82923 | 0.83415 | 0,83010] 50
40 10,5390 10,84407 | 0,84906 [ 0,85408 | 0,85012 | 0,86419 ] 0,86029| 40
41 0.8692910,8744110,879550,88473 | 0,88002 | 0,80515 | 0,00040 | 48
42 10,9004010,90569 | 0,9109910,91633 | 0,92170 | 0,02709 | 0,93252| 47
43 10,9325210,93797 | 0,94345 | 0,94896 | 0,95451 | 0,96008 | 0,96360| 46
44 10,9669 [0,9713310,977000,98270 | 0,98843 | 0,99420 | 1 00000 | 45
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el o 10’ 20' 30 40 50° 60’

0 | oo |343,77372f 171 88520 114,58803[853,0307968,75009]57, 28096 89
1 [57,28000 49,10388 42,96408 38,18540{34,36777]31,2415828,63625 88
2 ps.63623] 26431600 2454170 22,00377|21,47040:20,20553{19,08114| 87
3 |19,08114] 18,07498 17,16934| 16,34986/15,60478[14,9244214,30067| 86
4 |14,30007] 13,72674] 1319088 12,70621|12,25051|11,82617)L1.43003] 85
5 |11,43003 11,05943 10,71191] 10,38540(10,07803] 9,78817] 0,51436| 84
6 [ost430] 9255300 9,00983 877080 855553 834496 814435 83
7 | 814433 795304 777033  7.59573| 7.42871) 7,26873 7,11537| 82
8 | 711537 696823 682004 6,69110] 656053 6,43484] 6,31375] 81
9 1631373 619703 608444 5,97576] 5,87080f 5,76937| 567128 80
10 | 567128 557638 548451 539352 5,30024] 5.2256¢] 5144335 79
11 3,14455]  5,06384)  4,980K 4,91316G[ 4843008 4,772864 4,70463] 73
12 | 470463 463823 4,57363 451071 444044 438060 4.33148] 77
13 | 433048 427471 4,21033]  4.16530{ 4,11250] 4,06107| 4.01078] 76
14 | 4010780 390163 3,91364] 3.86671| 382083 3,7739% 3.73205| 75
15 373205 308009  3.64703]  3,6038% 3,56557| 3,52609 348741 74
16 3,45741 344051 3,4123¢ 3,37504] 331023 3,30521) 327085 73
17 327033 3.23714)  3,204H00  3,1713Y9 3,13974 3,10844 307768 72
18 | 307768 30474 3,00783)  2.98860] 2,90004) 2,03189 2.00421) 71
19 | 290421) 2877000 285023 2,82301| 2,79804) 2,77254) 274748 70
20 | 274748 272281) 260853 207464 205009 262791 2,60500 60
21 2,030 2,558201]  2,56040G] 253803 2,31715 249507 247509 68
22 2475000 245451 243424 241421 239144 2,37504] 235383 67
23 | 235383 23309  23182¢) 220084 2,28107| 2,26374 2.24004] 66
24 | 224004] 222857 221132 2,10430] 217749 2,10000) 2 14451 65
25 |2ams1) 212838 211234 2,00054) 2,08004) 2,00559 2,05030] 64
20 2,05034 2,0352(1 2,02039 200300 1,901 | 97080} 1,96261) 63
27 1902011 1,94838 1,934701  1,92008] 1,90741] 1,89400] 1,88073 62
28 1,88073 1,86760 1,834GZ] 1,84177] 1825000 181049 1,80403% 01
29 | 1,80403 1,79174) 1,77953) 1,76749 1.75550) 1,74375| 1,73203 60
30 | 1732050 172047 170001 16076 108643 1,67330] 1,66429] 50
31 1,66428  1,65337] 1,0425¢ 1,63185 1,62125 1,01074{ 1,60033] 38
32 160033 1,59002] 1,57981 1,5690W 1,53960 1,54972] 1,53987] 57
33 1,53987  1,53010) 1,52043 1,51084] 1,50133] 1,49190] 1,4823G( 50
34 | 14s256] 1473300 1,46411) 1,45501) 1,44508| 1,43703| 1.42815) 55
35 | 142803 141934 141001] 140193 1,39330( 1,38484) 1,37639 54
36 | 137638 1,36800 135968 1.351424 1,34323] 1,33511f 1,32704] 53
37 1,32704f  1,31904) 1,311100 1,30323) 1,29541] 1,28764] 1,27994] 52
38 | 1,27904 1272300 120471 1,25717] 1.22969] 1,24227) 1,23400 51
39 | 123400 122758 1.22031| 1,21310f 1,20503 119883 1.19175 50
40 | 119174 118474] 117777 1,17085 1,16308] 1,15713] 1,15037] 49
41 | 115037 U3y 1aseva 1013020 112369 111713} 1a1001] 48
42 | 1atooy 10414l 1097700 1,09131) 108496 1,07864] 1,07237 47
43 107237 1,00613 1,039941 1,05378] 1,04706 1,04158) 1,03553 0
a4 | 1,03553 1,02054 1,0235% 1,01761| 1,01170] 1,00383) 1,0000f 45
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— Werkstoffbearbeitung

Werk- und Hilfsstoffe — Werkstolibearboitung — Tooliniiavan Sl
— Arbeitsschutz und Unfallverhutung Lhngang ondt Taleaelbon
Handbuchern

Repetitor zum Band 5

Fernsprechapparate — Fernsprechentstirung Nohanulolenanlayei
{2 Teile mit Beiheft)

Fernsprechapparate — Zusatzeinrichlungen — Fornsprachantalang
VDE-Bestimmungen — Unfallverhitung — Algomaomas nbae Pletaen
stellenanlagen — Die Ausfihrung der Nebonslellonantagan a1 0}
tungsaufbau — Aulbau und Bedienen des vt

Repetitor zum Band &

Linientechnik {2 Teile)

Zweck und Aufbau der Bauteile im Crisanschinfiner: [ttt
anlage — Fernmeldekabel — Einziehen von Hohrenkabioln — Avslogen
von Erdkabeln — Kabelmontagearbelen - Druckiulinbherwichivrg soon
Ortskabeln — Schutz gegen Korrosion — Limenuototgan ur e
netze — Auskundung — Bau oberirdischer Ortaanschiutilindan i
oberirdischer Kabelanlagen — Unterhaltungsarbanen an Flolimas)
linlen — Sprechstellenbau — Teilnchmarcmnchilongen Loy
anlagen — Schutz gegen Uberspannungen und Uberationio

Repetitor zum Band 7

Grundlagen der Vermittiungstechnik {mit Beitiefl)

Aufbau und Wirkungsweise der Schriltschalt. und Molardratiwihilo:
Orts- und Fernvermittiungstechnik — Schaltkennserchon (T ol
vorschriften — Signaleinrichtungen, Pruf- und Meleinihlaogon
Stromversorgung — Aufteilung groBer Ortanelig — Melzgontattung lin
Selbstwahllerndienst — Unterhalten und Bedienen von (e ol
Fernvermittlungsstellen — Ghederung des Untlerhaltungadioninag

Repetitor zum Band 8

Uberiragungs- und Datentechnik

Elektroakustik — Leitungstechnik — Triagerliroguansiechndl Gl
lagen der Fernschreib- und Datenlechiuk

@ Repetitor zum Band 8

— Woeitere Lehrbiicher siehe 2. und 4. Umachlaguollo



Band 10 = Grundiagen der Schaltungs- und MeBlechnlk

AnschluB- und Verbindungstechniken — Bauelemente, Bauteile und
Grundlagen der Schaltungstechnik — Nlederspannungsnetz, Schutz-
maBnahmen und Installationen, Gefahrdung des Menschen durch den
elektrischen Strom — Messen und Prifen

@ Repetitor zum Band 10

Die Bénde werden noch durch den Sonderband ,Grundlagen der Elekironlk (mit
Repetitor)** erganzt, der beim Institut zur Entwicklung moderner Unterrichtsmedien e. V.,
26 Bremen 1, BahnhofstraBe 10, bestellt werden kann. Der Band Ist wle foigt gegliedert:

Sonderband — Grundiagen der Elektronlk

MaBtechnik — Halblelter — Halblelterdioden — Transistor — Vierschicht-
halbleiter-Bauelemente — Elektronenrdhren — AC-Glieder — Kipp-
stufen — Verknilipfungsglieder

@ Repetitor zum Band Grundlagen der Elekironlk

Allgemeines Prilfungswissen (2 Teile)

{fir die Kriifte des BFw-, BFt- und BPt-Dienstes)
@ Repetitor zum Band Aligemelnes Priifungswissen

Wichtig zur Vorbereitung

auf Eignungsfeststellungen und Priiffungen

Deutschlehre
{mit Beiheft)

Rechenlehre

Rechischrelbung — Wortiehre - Satzieshre — Zeichensetzung ~
Stil- und Aufsaizkunde — Ubungsauigaben — Ubungsdiktate —
L8sungen

Rechnen — Raumiehre — Sortenverwandiung — Obungs-
aufgaben — Angewandte Aufgaben — LSsungshait

Sémtliche Lehrwerke kdnnen bestallt werden bel:

Deutsche Postgewerkschaft — Hauptvorstand — Verlag

8 Frankfurt 71 — RhonestraBe 2

fernmeldelehrling.de





